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PREFACE. 


Quand on sc propose d’cxprimer une fonclion d’une va¬ 
riable reelle sous forme linic, on s’aper<;oit rapidemcnt que 
I’ordrc dc la meilleure approximation possible esl lie a la 
continuile et aux proprieties differenlielles dc la fonclion, ou, 
si la fonclion esl analylique, a la nature et a la situation des 
points singulicrs. C’est l’etude dc celte dependance reci- 
procjue qui fait l’objcl du present Volume. J’ai largcment 
profile des recherches faitcs reccmmenl sur celte question, 
mais jc nc les expose pas. Je traite le sujel cn loute liberte 
ct sous la forme synlhetiquc qui m’a paru la meilleure. 

Sauf [’addition du Cbapilre IX ct quclqucs retoucbes de 
detail par ailleurs, ce Livre est la reproduction lidele des 
lemons <pie j’ai cu riionneur dc fairc a la Sorbonne cn mai el 
juin i qi<S. Aussi ai-je contractu une delle dc reconnaissance 
envers VIM. les professeurs de la Kacultd des Sciences de 
Paris. 11s ont bien voulu m’accueiUir et m’encourager aux 
jours sombres. Ifbospitalite qu’ils m’onl donnee est un 
limmeur dont jc m'cnorgueillis encore aux jours victoricux. 
Jc leur adresse ici to us mes remerctmenls. I’uisse ce modeste 
Volume, fait un peu sous leur inspiration, leur porter le 
temoignage de ma gratitude. 

Je rcmercic, en particular, M. It. Borel. C’csl la deuxieme 
fois qu’il accepte une monographic signee dc mon nom dans 
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la Collection rcmarquable qu’il diri^e. Je ne pouvsi 
souliaiter cle recommandalion [> 1 us llatleuse. 

Je remercie enlin hien sinccremenl la maison < lai 
Villars cl C ir , qui, malyrc les scrieuscs diffieultcs de I 
presenle, a enlrepris la publication de cct < )u vra^e c 
donnc tons les soins. 

(]. in; i .a Vai.i.kk Porssi: 


Louvain, juillol 


APPROXIMATION DES FONCTIONS 


INTRODUCTION. 

TIIEQRfilMES DE WEIERSTRASS. GENERALITY. 


1. Problem© de E approximation. — La question qui va nous 
occuper dans ces Lecons est la suivante : solt/‘(.'r) une fonction 
continue d'une variable reelle x; il s’agiL de l’exprimer sous forme 
(inie avec une approximation plus on moins grande, mais notre 
etude lie portera que sur deux inodes de representation approcliee : 
la representation par' poly names , et alors la fonction se fait dans 
un intervalle (7/, b) \ la representation trigonometrique , et alors 
la fonction f(x') est supposee periodique de periode ztz et la repre¬ 
sentation s’elend a Louies les valeurs reelles de x . 

Cette representation trigonometrique est donnee par une expres¬ 
sion dun certain ordre fini //, e’est-a-dire par une somme limilee 
de la forme 

a {) h- a\ cos.r a 2 cos 2./; a n cos n.v 

-{- Oi sin.r -1- b 2 sin 2.£ H- b tl sin /i.r, 

mi, ce (jui est la liicine cliose, par un polynome de degre n ensinx 
et cos.r. On sail, en elfet, que les expressions 

. sinf/' H- 1 ).r 

COS AM*. -:- 

Sill a* 

soul, pour k enlier, des polynomes de degre k en cos^f. On s'en 
assure d’ailleurs immediatement en considerant les formules de 
recurrence 

cos k.t: — cos (k — 2) = 2 COS (k — 1 ),r cos.r, 
sin ( k -4- 1 ).r — si n ( k — 1 ).r 7 

-:- = 2 COS JvX. 


sin ,r 
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lin parliculier, si repression lri^onomblriquo d\ 
pairc, elle sc re din I, les sinus disparaissanl, a im po 
degre n on cos.#. 

Soit /’(.#) une fouel.ion conlintic dans mi inlrrvallr ( < 
pouvons nous donner un poLnome do de^re //, P,, 
considerer roiDinc une expression approehee de/'< ,r ) d 
valle (a, b). Nous dirons alors <pie la ddlerenee, p 
negative, 

fl.r) IN/l.o, 

esl V<*cct.rt du polynoinc P,, an pom! .r el <pie le maximum 
dc la valeur absolur de eel rear! esl V ujiju'o.rimut i< 
par P w . Le polynome P w esl done d’aulanl meilleu 
pnlvuome approrbe, (pdil fouruil u in* approx mial ion p 
Si nous eonsiderions une fonrhon penodique J'i ./• ) e! i 
sentalion (ngonomiilriqur approrhee de <*< k 11< k . lone!ion, 
nirions Papproximal ion d’une maiurir analogue, sauf 
( k u\isagerions Louies les valeurs erodes dr .r; inais i! * 
cola de fain? varier .# dans une perinde, r’esl-a dire dam 
valle d’amplil.ude 

Le problem** do Fappro.rimution consisted former m 
sion de Pun dcs deux types preeedenls l( k ll< k <jur Pappr 
soil, mlericurc a un noinbre posil if donne d a\aurr, aussi 
Ton vent, (le problemc esl. possible dans les deux ea**. 
de.ux llieoremos d'exislenee, Ions deux dus a WVierslr; 
e,l, <pii out ele le point <le depart d( k la llieorie <pii \a nuie 
Yoiei I<\s euonees do res ibeoreines : 

2. Tli6or6mes de Weierstrass ( 1 j. I. 'Fnute fane 
Untie dans un intereaUe {a, b) peat etre tleeeioppee 
uiuformement converge Me de ptdytmmes dans ret it 

II. Toute /onetint) continue de per rode •>- peat t 
lop pee an serie uni for moment entire i- gen te d'e.rprcs. 
go no met riques // n i es. 


(M \V kikustuass, Ueber (hr tuutlyt echr / )tu\shr!tbut t,d / S\>izen nit to 
tidier Functioned einer red tan Yertunlarlidio.n i Si t sttn esberic/itc d 
dar Wis$.< iSS5). 
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Dans ces deux enonces, il s’agit de developpement en serie et 
non d’approximation sous forme finie, mais les deux problemes 
sont les memes. En effet, supposons, pour fixer les idees, qu’il 
s’agisse d’approximation par polynomes. Si Ton connait un deve- 
loppemenl de j (x) en serie nniformemenl convergent^ de poly¬ 
nomes, on en deduit un polynome aussi approche qu’on voudrade 
ectte fonction, en sommanl un nombre snffisant de termes decelte 
serie. Reciproquement, si Ton a construit une suite de poly¬ 
nomes P*, P 2 , . P„, ... fournissant une suite d’approximations 

tcndant vers zero, on oblient fexpression def(x) en serie unifor- 
mement convergcnte : 

. j ( X ) = P 1 H- ( P 2 Pi) -+- ( P;j —■ P 2 ) H"' • • • 

Les tlieoremes 1 et II se ramenent fun a f autre, comme nous Ie 
verrons. On en a donne aussi un grand nombre de demonstrations 
directes, dont nous ne ferons pas ici f historicjue. Mais nous allons 
exposer maintenanl. la demonstration la plus elementaire que 
foil ait donnee jusqu’a present du tbeoreme l. Elle est due a 
M. Lebesgue ( 1 ). 

3. Demonstration de M. H. Lebesgue. — La demonstration 
(pie M. 11. Lebesgue a donnee du’ tbeoreme I presente un caraclere 
distinctif. Elle ramcne la demonstration du tbeoreme pour f(x) 
(juelconque, a la demonstration du tbeoreme pom* la fonction par- 
liculicre \x\. Voici comment se fait celle reduction : 

M. Lebesgue obser\e (jue fon pent approeber autanl. que Ton 
\eut d’unc courbe continue a faide dbmc ligne polygonale. L’ap- 
proximalion d’uuc fonction continue sc ramcne done a celle de 
fordonnee cfunc telle ligne. II restc a ramener fapproximation 
d’niic lelJc ordonnee a cello de \.r |. 

Soienl (./*,, Vi )■. {x.±* ;)' 2 ), •. •. (x, n y n ) les soinmets d’une ligne 
polygonale dont il fauL representor approximalivemenl fordonnee 
(mire les abscisses x { cl ,r n . Reinarquons que la fonction 

OA-(X) = | X —X k | -+- (x—X k ) 




esl mille pour J’h el dipdo a ‘>(x ) pom' .r .r/»* 

n I 
V’l 

( ./•) - "o -"1“ % tr/> ?A I.n, 

/, 1 

oil a () , <7 I? . . <7„ { soul n eonslanlos a (Irlornimi*!'. (li 

varie llnealremenl onlre deux abscisses eonsroulix< 
Done, pour Pidenlilior a la llipir poh^onalr, 11 sullil. 
ooVneidenee il(is n sonimols, on dr poser les // ronditu 


i t 

i *>. > tf/ t ( .r, j'/, 

.mmmi 

A I 


U ■ • i 


i i 


,.., ;n. 


Ceei consl.il.uc im s\sli , mr rremrrnl <pn delrrmine d( 
proehe a 0 , <7, , .. ., <t„ * ,. 

Amsi !<'(./•) <\sl Pordonnee do la Hipie polygonal**. O 
inalion do P'(,r ) depend do erlie dr '£/,( ,r ». done de cello < 
(lone (inalemenl do eellr do | ./• | dans tin rrrlain inler\; 

11 exisle bien tins mrlbodrs d'appmxim Uion dr j .r 
borne au s< m 1 1 ihrorrmr d'rxislriier dr WeierM rass, la 
suflit ol o’est, encore cello do M. Lcbestpir. 

Soil done a reprrsenler | ,r | rn .srrir uinformdmrnl < 
do polynomes dans tin inlrrvallr id, In. hr problrnu 
<pie si a el b soul do sixties conlratrrs, ol 11 suflil dvit 
considerer mi inlcrvalle svmrlrnpir, par o\( k mplo ( 

Pon pose ;dors ./• hi ( h posilif), 11 sullil dr represent 
Pinlervalle ( — i; pi). 

On a, par la fornmle du binnmr, 

r -- t i , i,> 

1 * v i — a " i —■ • a — ’i ’’ - . y 1 . . . , 

■> ’\ i ■>,!,<* 

ot. cello sorie converge unilormomonl ml re — i < k l 
plaenns a par i —nous oblemms, dans Plniorvalh* 
le developpeinenl cherelie f 


' 11 n 


I./1 “ i — -11 — r- j - 

*>. ' V, 

Celle demnnslralion no va pas au dela du ibeoreme < 
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uressante par sa simplicile, mais elie ne fournit 
a lion mediocre, liile se prelerail mal a la recherche 
* aussi couvcrgentes cjue possible, recherche qui 
rincipaux Chapitres do ccs Lecons. 

tion du tli^oreme II. —- LJn grand nombre de 
du iheoremc II se fondcnt sur les proprieles 
Fourier. Nous rencoill.reruns, au Chapitre II, 
or. 11 esl cepcndaul utile d’elaldir le llieoreme 
indcpemlamment tie cellc l.heoric, cl c’esl ce 
c a fail (*) en ramenaxil le llieoreme II an thco- 

monslraiiou (-) qui shnspire (les monies idocs 
. Lebesgue, inais qui en dillere par les artifices 

miction continue do pdriode tc, donl il faul faire 
l rigonomelrique. (jonsiderons les deux, functions 

w) *l-/(~ ,r ), l/(.r ) — /( — .r) ] siu.r. 

, Ionics deux paints do periodc *>.7:, soul done dcs 
ones de cos./* u <*t nous pouvons les designer 
if). Jodis <[ue ('approximation Irigonoinelrique 
t a nolle par polynomes de ®(u), de cl de 

t‘.lions analogues. 

\‘l, I * (//*) el. ()( a) deux polvuomes lids que I’on ail 
icnl 

o (tt) P ( u), ( u ) ( J( l <)\ 

im'nir approximation, 

J(x ) | * /*( — r) | sin 2 .r : P ( cost ) sin 2 .r, 
f (x ) -■-/( *- x ) | sin-.r =-= O (cost ) sin./*; 

approchee 

.r ) sin 2 ./* - P ( cost) sin y .r 0 Q ( cost) sin .r. 


Poussin, L 'approximation cles Janet ions (Vane variable revile 
luUhematique, *>o n «nmV, ti° 1, 
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Ueroinmciicons le memo *a leu 1 a\ oc In I (> lie I ion / ^ .r 

ilc /'(./■). Los |>ol\n.. I* (//'id *>(//') soiU n‘iii|iliu 

an I its U(//) cl S (//V, 1 1 " c hi la relation approc-lirc 


/(■'• I 


II ( rns.r i "in ' r Si oos.r i sii 


ol, on oliangcanl .r on .r >( * 

( . > ) •» /'(,/•) rosSr lu mii./- i cos'./• S i sin ./■ i cus.r, 


\jmilous mainlonanl tos rolalions appmohoos i u ol 
a nuau bro; nous ohlonons I oxprosMon Ingonomoli 
ohoo do J (./•). 


b. Reduction de rapproximation par polynomos a 
mation trigonomotrique. \mis \nmih do ra 

M. Lobosguo, {'approximation ( riipmombt n< pm a t 
mation par polynomos. On pout anssi (ana 4 I liner 
{'approximation par poUnomos a tinr .ipproxiuiiilio 
triipio. ( "os l oo proooclo imciM 1 quo nous aurous Mirl 
dans eo.s [.(‘runs. A oel ollol, nous lo'oiis ^raiiil usai;o 
ox l remomon l simplo, dont M. S. l>ornst<*m surlont 
avanlagos ( 1 ) ol donl il importo do dirr tin mol dbs m; 

Soil a ro.prosenloo par pol \ nomes uno lonrhon oooti 
mi inlorvallo donno. 'Tool mtor\allo i a , b ) so ramoiu 
par la substitution linoairo 


Supposons qnVlio trunsformo /i,r i on ^ t i): la r 
do z>(t) dans rinl<‘r\all(‘ { i, > u so Iranslorn 
do J\j ; ) dans ( a, b ) par la Mibstit ut ion 1 1noai ro line* 
lilnlions Iransfonnonl 1111 polvnomo on un anlro oi n < 


Io dojiro. II siiflit. doiu* bion < 1 (* oonsidbror la r< 


•(* j U'Os 


loncli(m /’(.r) dans bintorvalio( 1, | i ). I’usoib, a\ oo 


( 1 ) Sue la met lieu re a/i/tro.ri mat ion dns fount ions von t ut tins > 
par la clause des Sciences de f Academic m\’utc de /tni a i a at' 
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celle substitution transforme /(#) en /(coscp)qui est une fonction 
paire de periode 27 :. Je dis que Vapproximation de f(x) par des 
polyjiomes en x et celle de / {cos o) par des expressions trigo- 
nom.etriques en cp sont deux problemes completement equi¬ 
valents . 

Supposons, en effet, que nous ayons, avec une certaine approxi¬ 
mation, la representation trigonometriqne 

/(cos-©) = a 0 H- cos cp h- a* cos 2 cp ... -+- a n cos/zo, 

ne eontenant que des cosinus (puisque la fonction est paire), et 
remarquons que cos/ t o est 1111 polynome de degre k en coso, 

cos ko = P/ L . (coscp); 

nous avous, avec la meme approximation, la representation par 
polynome que nous cherchons 

/O) = «« -+- «iPiU0 a a P*(.r). 

Les polynomes P, (x), sont ce que M. Bernstein 

appelle des poiynom.es trigonometriques. ils ont ete consideres 
bien avanl lui par le grand malhematieien russe Tchebycheff, qui 
en a signale des proprietes remarquables, etnousaurons l’occasion 
d’y revenir dans la suite. 

lieciproquement, une representation de/(#) par un polynome 
en x se transforme, en posant ,r = co&o, dans une representa¬ 
tion irigonomelriquo de /(coses). 

(). Module de continuity. — Soil j\x) une fonction continue 
dans un inlervalle (a, b ). Gonsiderons deux points x> t , x* de cet 
intervallc et lormons la difference absolue 


1/(^2) — /(^i) I * 

Oelte difference admet un maximum pour l’ensemble des points 
de Pintervalle (a, b) qui salisfont a la condition 

| Xo — Xj | ^ 0 , 

oil o est un nombre posilif donne. Ce maximum est une fonction 
continue de 0 , que nous designerons par <. 0 ( 0 ) et que nous appel- 
Icrons module de continuite de f{x) dans 1’intervalle (a, b). On 



8 


INTRODUCTION. 


pourrail preferer a cdle denomination cello do moduli> 
tion , ])1 11 s nalurellc a eerlains e^ards (' 1 ); mais nous (dn 
premiere, paree (jiiVIle allire mieux lallonlion sitr V 
nous aurons a faire de la notion (juYlio exprimo. 

IVapres sa definition, le moduli 1 do eonlinuile osl 
fbnelioii conlimu 1 <U. non dee.roissanle de o, (jui lend 
avec o. C’est la rapidile plus on moins $> ramie de eel 
<;ence (piand 8 lend vers zero <pii nous inloressora plus 
remcnt dans la suite. 

Ouand /(./’) est periodi<jue, le moduli* de oonlinuih 
de la memo la eon, mais sans reslrielion ifinlervalle. Dai 
dilions, <.)(o) alleint, evidemmenl son maximum pour 
de 8 egaln on inferienro a I'ampi 1 1ml<* do la denn-perind 
ijue ee maximum est c <><tc ). 

Le module de eonlinuile possible <|uel<|ues proprieli 
presipie immediales : 

i° Quel (pie soil, X entin\ on a 

c<) ( Ao ) A(o ( 0 I. 

Ln ellel, ootlo indgalile s’oblionl on remplaeanl elm 
par la home superieure de son modulo, sous la eondilio 
dans I’e^alite 

> t 

f(r |* lit) • -fir ) ~ \J\, r { /Ji | h , /*( ,r i /// 

A :::: „ 

Quid (pie soil K positif (entier ou non ), on a 

(o( Xo ) ■ ' ( X I 1 HOI A ). 

Soil. X -H £ Penlier superieur a X ( suppose non enlier 
(0 ( Xo) , S U) | { X -1 * *. ) 5 | { X ■ ! • ) f.) ( 0 ) * I A I 11(1)10 

3° Si co (8) s'an mile pour line valour non nulle o, 
se re didt d une. const ante, 

Ln eflel, co(8) s’annule pour o , 8,, auijuel oas, f i ./• ) c 
dans lout inlervallc < 8,, done aussi dans loul inlervall 


(’) Celle observation rn’a etc faile par M. Lalesco. 
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7 . Condition de Lipschitz. — Oil clit qu’une fonclion est 
lipsclu tzien ne on vorilie line condition de Lipschitz , si Ton peul 
assignor une conslanlo M idle <jue Ton ail,-quels c|ue soienl .r, 
et ./*o, 

I/O2) —/(«'•$ ) I r? M I | • 

Si la fonclion J (./*) <isl hpschitzicnnc, el 1 e esl eonlinue et son 
module de conlinuile satisfail a la eondilion 

(0(0) M 0 , 

completement equivalenle a la precedeule. 

(j(‘U(‘ eondilion esl, colic de Lipschitz propremcnl dile. Plus 
gcneralemenl, on (lit quhme (onetion / (.r) verific une condition 
de Lipschitz (Lordre a on d’exposant a (o < a; iL si l’on a 

(0 ( 0 ) : M r>. 

Ainsi la condition do Lipschitz propremcnl dile est cello 
d’ordre 1. 

II 11’y a pas lieu de considerin' de eondilion de Lipschilz 
dordre x >> 1 . line lonclion qui la possdderail. se reduirail a une 
conslanle. On anraiL en diet, par la propriele i° du nmacro pre¬ 
cedent, qii<d quo soil, A enlier. 



el, en faisanl lendre A vers l’infini, 

r M3* 

(0(0) lull „ “ -o. 

A*-* 
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8. Series et constantos do Fourier. Propriety do n 
les delinit. — Suit f \x) unr four t inn bornrr rt ir 
prriodr < Ions idem ns la suilr tri^onnmrtr 1 <111<* (tu 


a 

S , t n„ ■ ^ i it \ cos L ,r h ■, sin L x •. 
h i 

Cette suite sappelle la so//tmr tlr f'uit/'irr </ nrtlr 
a /( .*: ), si les eoeflirienls <t^ el xml <Irtermmrs par 
do minimer linte^rale 

/ |/« a' . S „|" it,v. 

♦ ii 

Cette inte<;rale rsl imr r \ pression quadrat opir posit 
admeltant neoessairemeut tin minimum. Pour Ir rea 
amxtilrr l( k s derivres partielles on a rt en /\ erst a dii 

/ I/(•'*» ■ S M |ros/,.r dr n s / | /i r j s w | H > 

* at - a 

( /» <>, t , ’*. N !, 

d'ou, sans diflieulte, 

^, ( ) '*/.• = - j /(./* j ros h .r d.v, h f> ^ j /’i ,r i si 

I * 0 

\ (/»"*■ o, 1 /n. 

11 esl importaul de mnarquer que, par suite dr la 
l inlervalle d integration p( k ut rtre rrmplaee par to 
memo amplitude '> 71 , sans ehan^er la valeur dr res mP 
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I I 

Les eonslanles a/< cl, b/ { ddl.erminees par les formules (i) sunt les 
constantes <ld Fourier de f(x). La scric illimilee 

~ u {) H~^ (t!• cos A\r -1 • /;/,.*<in 

1 

eonsiddrdo an point do vuo piireincnl, formed, ([ii’olle soil conver¬ 
gent o on non, c‘sl. la serie d(> Fourier de. f(x). La somme S„ esl 
cello dos // 1 - i premiers tonnes do cello serie. 

(/expression des eonslanles do Louricr, sous forme d’iulograles 
ddlinies par 1 <‘S formules (i), conduit immcdialemonl a quelques 
consequences fondamenlales : 

i° St fe modu/e dr J\ ,r ) ne. surpasse pas M, eetui drs con¬ 
st antes de Fourier ne stu'pusse pas a ML 

Les const antes de Fourier de f- ho son l les sommes des 
constitutes de Fo’urier du menu» ordre de j et de o. La serie de. 
Fmtrier de f [ z> est la somme terme d terme des series de f et 
de o. 

4 

fL Consequences du theorem© de Weierstrass. Lc iheorcmo 11 
do Wcierslrass ( n" 2 ) enlraine d’aulres proprietes d^alomonl fonda- 
menlales des eonslanles ol des sonmii's de Fourier. Indi<juons-los : 

i° Si f (.r) de jteriode *>,t: est eontin ue, on a 
lim / [ j‘( ,r ) S„ |” d.e o. 

n , > {l 

Ln ellol, dapres V\ oierslrass, on pool definir un< k oxprossion 
Iri^onomelrique T„, d'ordro n el donnant iiiic approximalion p„ 
(pii U k nd vers zero avee \ \ n. Done, puisque S /f minime Pint< ; — 
$>ralo, on a 

. tit . 2 7T . 2 Ts 

I </ s„///./• I i/—T„|S(/.r. j }",<Lr. 

* 0 * 0 * 0 

Lc dernier membre dc res ind^alitds I< k n< 1 vors zero avoo i I //, 
done- a fortiori l( k proini( k r. 
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Si f (#) esi continue , la serie positive 


V (^2 .j, ) 

0 


est convergente et a pottr somm<> 


i 

7t 



.r f d.r. 


lin elicit, faisons la decomposition 



S„|V*= /’" d.r 
* 0 




Oil a, par les (onnules (i). 


f~*/*ndx 



2 7T 

/( U k cos/ 1 ./' 


W sin h ./•) d.r 



o 


D’autre part, on a, mi developpanl 




27T 

(«/,■ cos bx h £/,. sin/\r p dx 


n 



o 


Par consequent 



s„ y dv 


u “/ 


/* 


-2 c 




Quand n tend vers 1 inlini, le premier mcmlnv load 
(par i w ), done le se(‘ond memlme attssi, ee <jitt prouve 
sition. 

On remanpicra que Foil lire maintenant de ia dernier 


2 7T 00 

f (/' ' ) a dx “ TC V (<7*W< t/j ). 

,/ o Jami 

n I I 

w Si les conslanLes de Fourier (Vune function 
sonl toutes nulles, la fond ton est identifptement n rth 


approximation par les SERIES l)E FOURIER. . i3 

En diet, on a, par la pro pr idle a°, 

/ /* elar — o, 

,/() 

<‘,o <ji ii na lieu pour f continue (pie si f — o. 

Eetle proposition entraine irmnediatemenl la suivanlo : 

4° /burr Junctions continia*s qui ont las me/ncs constant.es da 
Fourier soul iden tii/ues. 

5° St fa serie da Fourier d' u na function continue f asl uni - 
fonnemen l converge nte dans la periode , don<\ en particulie.t\ 
si las series positives ^ | u/< | el. I 1 1 bj v | convergent , la serie de 
Fourier a pour sommi* f. 

En ellel, I a sominede la serin est iiiki lomiion continue et perio- 
dicpie f s>. (loimiir la serie est inle "Tallin lerme a tonne, les constantes 
do l H ourier <le 's | <pii se cnlr.ulcnl par les formul<*s (i)] sonl les 
memos (pie relies de /’; don <*/’■=: v (par / ( 0 ). 

(i" Si nne expression trigonomet ri</ne T w iFordre n fournit 
une approximation p, n on a neeessairement 
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ra qui fournit une premiere borne injeriiutre de. la meilleure 
approximation possible ( 1 '). 

En ellel, pui.sque minimr rintr^rale, on a (2°) 

,’.* 7 r ,:»71 * 

I < f T ;/ )« d.r / ( /* - S„ d,r ... ( (f 'j |. />■?. ); 

TTi 

el, puisque T„ doime Eapprovimalion 



' 0 • 0 


( 1 ) S. Ukunstkin, Sar t'urdre de la meilleure approa'imatitm des functions 
continues ( a" a‘2)( iUe/noires publics par l \ ic identic rayatc.de Helgique, l. IV, 
ic}n ). N*>uavoiH rclabli It* farlrut* ’ <jui manque iri sous Ic radical. 




1.1 


cim-mii'! i. 


La c.omparaison drs d<Mix l>orm\s amsi ohteiuirs jui 
rrmn nnonrr. 

10. Derivation des sorios do Fourior. S/ J d 
admci n/ir dt : n\'rr d'ordre r hnrnrr ft mir^nthl, 
Fourier <!<■ f' r ' s'ohtirnt fii drrifo/it r ./"/'• termr 
dr f. 

II sIIOil lie ruin' la pieiiw' pm»i' lr piemirr m'dre, 
lier ijui' la sdi'io dcrivci' 

'V'' / , tt . sill /, 1 /» ’. CM 

Jmmmk 

I 

est la si'rii* (Ic l'’oni-int- tie / . linin' <tf w'-nlirr *|n«* si 
son! Iiii'i) It's riHislaiiti's ili* I'ihii'iit \„• A/. •*! I */, di* J 
Oil a, i'll iiili'fp'ant par parlii's, rl a rau-i' dr la pr 


An 1 ( J" d> ' ]./'■ ■ ,/'••■! 

“ * 0 


A/, 

*. / /* niH /, i ti.r 

u 

/ ‘.in /. i tf r 


rr / 

* o 



V*. 

1 / j '.in A r J i 

! i 

J , i ,// 


I ti \ \ (*ri!i(*ation rsl done lait*’. 

1L Theor^ma. Saif i tutr J*>tn h*>n t n/tf 
in(rr\'ttlir jini i u % !>»; si / Utid t rt v i'niftm if 
an a 

, /. 

it m j v« r i i'ii's/ j' tl * lust j , ? ’an / t tt 

i * * ,i ( * * • 

II suftira d< % rotisidrrrr ia *ftf* mli’i;r.dr. !*•»*» 

I j „ t i Vti* f t tf l 

Suhstiluons dans n?ttr intruralr v ? a t rt aj*ntl 

t 1 


a preoedenle; il vienl 


h - -r 1 
A 


h ■ ± 


f ?(.r) cosA.r dx ~~~ j* 9 (^oc 4- y J cos a.a ^/.r 
A 

7C 

j"f (, .r) cp (^x - (- y j J cos A .r <r/.r 
o ( x) v ,o s A x dx - j' o ^:r -4- y \ cos A^r dx. 


Irois inlogralos lend vers zero <piand \ lend vers 
oiiere avee la fori cl ion a inlegrer el les deux der- 
iplilude do rinlervalle dinlegration. 

■ precede n l subsist e si cp(.r) ad mid un numb re 
Is d<> d iseontin uite, menu* suns sup poser o(x) 
1 nye/imin / /’existence de Vin terrain 

j I ? I dx. 


'‘lire <|ue cp nVsl diseonlinue quaux limiles^ el ip 
' decompose en plusieurs aulres verifianl celle eon- 
piehpie pelil <pie soil e posilif domic, on penl sc 
silil assez p<;lil pour <pie les deux. mlegrales : 

p b /' h " r * 

I I 9 I / I ? I 

*n * a \ r, 

■» de 1, au<|ucl eas les d(ui\ suivaules : 

J, _ .k-r; 

I o ros A x dx , / o eosX.r dx 

* 11 * /M 7, 

; de tj ([it(d (pie soil A. II sufiil done de demonlrer 
ir la S( l coii(lc, dans laquelle cp esl eonlinue, ce (jui 
aver deal. ( ‘ 

grandeur des constantes de Fourier. — i° Si hi 


i draionlrc quo lc iheoreinr suhsisie sous la seulc condition 
c. (fxrons stir les series tri^onome.triques, j). <>»)» 



cuu’iTui-: i. 


lG 


fondioH fUuh’ pt'i'ioih' >‘st mutiny r, ,,,/m 

( /,, c,ml,, ii, ih’' <u(/' u srs ,/r I'"" 1 ' 11 ' 1 ' ' 

ners :,'/■„ pour „i \ rn ' vr/ ' , ,/ " tlu-nn-ni,- / 

ron (( 

l I 7 '™ I 


11 sii(lira ill' filin' la <]i'-inoii‘.tr;ilic.n |inur 

11 C(-oinmi‘H(.‘iI<■ ' ■ill-III ill' la ili'iinii> s I rat H in piv< 

aiinms, par l<' clian^'mrul <lr .r < n **» -•*»> 

liiiiilrs (a cause <1'' la pcrimliriti'- 


/ /I '• ' j 

f tit 


I /• I rn-w.c ./» 

“ * 0 

puis, cm laisaul la ilciui sunmic, 

/I ' ’ | 

I )on(\ par l<» llirnrrmr <lr la mn\ aiur, 

I u„. • ’ *•* ( * ) / */' '*> ( i ■ 

1 * ‘ * ; fit J <> l 


.>" Si /’( ) */•- j>rn*>(tr > z ptissi'tit' ti ft f *1 tufrti 

rrl/r ri tnlm-ltr /•* ///•» ////** '/ 1 mnhntnh' m m " 


| I *•» ; 

1 m m 


/, ... i i 

m tit 


Kn rllVt, l«‘s cnih! ,tnt<* * i»*I ’ouihm »!«• / t . .nu! 
si<j;ii< k pros i n" 10 », in' a „ <’t in* t 0 « llr . • ti 

. <,)..( " ) i <mi \ry\W <\r ia piup.. It (“ti f , tl mi 

fil / 

act u<*ll<‘. 

\'oiri (Irja «pH'l«pM*s .ipplo at ino*. In**. aioplui «i<* 

Si la MM'ic positi\ «* | //,« : j j 1 11 - 

convcr^r unifomuMUout \ i'ts J t n'O H i *» p p i «*\ 

par la sniiniii 1 tlr Fnnnrr N f o^t »ui« tuMtir .1 


V 


' /1 ' 


APPROXIMATION PAR LES SERIES I)E FOLRIER. 
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idmet une derivee f'(oc) salisfaisanl a une condition de 
ordre a, on a (par i°) 


~co(~ 


jimU ///1-HX 7 


me conslanle convenable. Celle serie est convergente, 
*ie de Courier converge vers f(x). Ce crilerium rentre 
cs plus generaux (juc nous rencontrcrons [)lus loin, 
esl indelinimenl derivable, on a (par a w ), quel que 
ib 

it -H l //-Hi 

me eonslanle par rapport a n. Done, quand n lend vers 
pproximalion fournie par la sonime S„ de Fourier esl 
pelile d'ordre superieur a loule puissance de 1 I //. 


mation de la serie de Fourier et de la s^rie conjugate 
kegrales definies. —- Soil f{ x) une function bomee el 
de periode Kn memo lumps (pie la serie de Fourier 


//o'l-y (<tu cos !>k sin A\r), 

1 

de considercr eelle <pii s’en deduil par la permutation 
ienls (t , b (‘l le cbangemenl de signe de .r. Celle non- 
quo Ton appelle la srric conjuffucr de relic-de Fourier, 

> suivante : 


(///,(• os/»./•■ a k sin k.d. 

1 

d’ordre n de ees deux series soul respeeti vement : 

n 

S ;/ ' ~ or,,- (-'V* ( < f/i cos/\r .) • bk sin kx ), 


S:r- ''V ( l) /( cos kx —• 0/ sin k x ). 


a 


ciiAPinn: i- 


,Ios \;i 1 <‘iii’> (I I <'ons|..nh's .1,. 


la substitution uos van ms u 
somn.cs so li-ansfonncnl -Ians Ics int.^ral-s 




. V cos/.' t >■ ■ /■' n.ft 


"V sin h i l r . I / < / > t// 


tourlirr ,m\ Itmilrs 


Chansons tm I I m i ' 

jx'rio(li<‘il-< ; ^ >1 '* rni 

C . ' /' "i 1 ; V , „s/, / L t > •>/( 


V* MU /. / f t rtf// 


1,’inlervallo <rinH^.atIon ,-oul o.n- rompi.uo 
memo ainpliluilo on part i.-uli.-r p-'t - '• • 


iindoralos onln. " ot .. 


* iMHiriicul a <lr s ini <’i: r. 


<‘l 7c, par 1<* dia»K<wnl 


<lc ( ru /. H i! \ trul antsi 


Vrus/,/ ! / * / / 


V M nU \t 


SI I’nn soparo lo roe! ol l‘i tn.i- i t*.*n <• 'l-'it. !•* lol.itmu 


V 


<7 1 l If $ l 


on oltlienl 


APPROXIMATION PAR LKS SERIES I)E FOURIER. 
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11 vieni, par la substitution do ces valeurs, 

-re sin (" " ) f 

S„ - '-f [./> -W) /(.r - 01 — 


( 1) 


(■)) 


s;, ~~ f I/(- r -i- n —/(- r -oI 


l*OS~/ — cos 




•a sin / 




1 /a nmvcr^oaco do la serie <lc Courier el do. sa eonjuguee sonl 
lit-cs a la convergence des inlegrales preeedenles |)Our n = co. 
Nous renverrons aux Ouvrages classiqucs pour l’elude des crile- 
r iums d<* convergence les plus generaux. Nous n’indiquerons ioi 
<ju(‘ le pies important, qui esl le suivanl : 


I i. Crit^rium d© convergence des series precMentes. — S.ot t. 
f\x) tine fond inn con tin no d<' periode o.tz. La sene do Fourier 
( / f > f(x) cl sa con j u guee s<>ront tauten les deux e.oncer gen ten au 
point s, .s'/, s post'd/ eta n l do/uaf V integrate 

/** 1 fix ■ ! O — /( x ) I ^ 

d eI * .. ■ ’ » 

a une caleur finie. Fans ce cas , la serie de Fourier a pour 
sojiuiu* /*(./*) <*t s<( conj u guee a pour sotnnie L in teg rule (exis- 
funl pur hypo these) 

((») : ' z j [/(Jr’-I- 0—/(* r ' ^1 col J' dL 

’ x ^ * at 


Kn integrant les deux membres do la formal© (2) au miimiro 
precedent, il vient 

77 • 0 



doin', en imilli[>lianl cello relation par J (.r), puis on relranehanl 
{'equation ( \) du resullat, il vient 


1 r n 

: / b/ ( ^> ./br- 

‘ * 0 


n 


(r—/j]- 


i(n -4- fjt 


X sui \ t 


(It. 


h*)--s 


l 



‘>0 


CIIUUTHU I. 


Pour <Hal)lii' In premiere parlie du llieoremo, r < 
scric (Ic Fourier converge \rrs /(.n, il laut mu 
iiHcgrale lend vers zero (]uand n lend vris I’inln 
eonsequenee du tlieorenie general du n II. p<>> 


grale 


f 


TC 


* (I 


/(.r I* n ' /< r f I 
* si n [ i 


f I .r I ; 


exisl(‘. Rosie S<U 1 I<MU<M 1 1 a demon! rer ertte e\iMrnr 
V cel diet, on observe quo I'inte^ralr 

/'i ./• /) 1 /< J' t 1 * fi -t « 

i, „ ’ a 

f l 

exisle par hypolhese. Or on adhere pas eette eon 
danl rinh'^ration (le o a t: fpuisqur J est eontiuu 
plianl !a 1 motion a iiite&rer par la lonetnm (amtin 

1 

/ 

1 "sin !, t 


f 


On retroiive alors I mto^ralo dont 1 1 taut prmi 
l ) assons a la seoondo parlie du tlieorenie. 

[/existence do I'integrale ( <>) m* justilie par 1 
tou.l pareil a eelu! (jut' nous u'mub dr faire. hu 1 
liquation (a) de ( (> K on trmive 


/ il.r) s;, 



/• /■ 
» mm \f 


I ) our prouver quo la si'rir mu joiner « < >n v rt u 
faut prouver que <‘(‘Ue inte^ralr tend \rr«* /n »» q 
I’inliui. Mais e’est encore mu* Inis la < on -rqurn 
du n“ I 1, paree quo I'inte^rale 

'* /'V ' 

» *011 ’ / 



exisle, par la rendition siippusre dans I'nunn r di 
II V a l i(Mi d’obsen rr quo ladtle o»md*tnm a h 
ou/i.r) a mu* demee 1 1 n j * *, Kile a lion pat Unit, m 
condition de Lipschit/. d'un utdir / si pel it qu il 
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APPROXIMATION PAR LKS SlilUKS 1)1! KOUUI1SR. 

s pouvons maintenanl elablir les theoremcs concemanl 
ximation par Ics series de Fourier. 


Til 6 or 61 x 10 I. • On pout usstp /K*r a priori deux nomhres 
vt \\ jouissunt de lu pmpn'ete suivu/ite ; Si f (#) rst line 
m periodii/ue e( inferrable de module < l\i, !<> s deux 
•s‘ S„ (d ^' n sou* (antes deux de module in/erieur d 

M ( A !<><» n i- H 


7 e soil n entire jmsitif. 

flit <lr dcmonlrcr que la rendition pent sc realiser pour 
C des <I<‘U x somiiics. * 

mermens par S„. On a, par la formule (.{), 


Tt 

. / \\ 

x.TC 

/ j ' 

M / 

sm ( n ! ,, ) 1 

f 

sin ( n - 4 - - / 

/ 

■- - —. . .. 

dt M / 

\ 2 


*> sin \ t 

/ 

» •' () 

1 


dt 


(»»:»* 


| Sill t 


dt 


M / 


dt l M 


( « t- i )« 

f, T 


Ml ! lo; 


(n l • ~ j t: M(i • • !<>”// i Io»'2t:'). 


iTnicre parenlhesr est de la forme \ lo^// | B. 
ms a S' r On a, par la formule < f> ) ? 


•> M 


i 


COS • t - (’Its 
*» 

2 MU l t 


(" hi) 


dt 


/ * " 

. n . u i j 

, . 7 C 

// i-| 

M / 

sm — t sm — • / 

\ M / 

sm ~ t 

. .. . f 


dt - 1 / 


<i 

■> mu ^ t 

7 T ' 

t • 

'> sin * t 


dt . 


iute^rale esl la nubne que I'autre, saufque n est rem place 
t qu it \ a un fa<'tmir a mi plus. II suflira de doubler les 
preeedentes de A et de lb 

bteile d abaisser les vaieurs de A et de B fournies par les 
pii precedent, mats eela n’a pas aetuellement d’inleret. 


'Mortoe II. — Supposons f(x ) periodit/ue et inferrable 



CIIAIMTUK l. 


7 . 7 

et designons par B„ fa dijfereii('<‘ J\x ) S„. (. 

a priori deux nombrt's Jixes \ et l> frls tjttr 
moduh* M, on (fit , ([itel ijur soil //, 

| U w | M ( A loj; n \ I> i. 

Ce iheoreme uesl [>as distinct du precedent. O 

mc r in i is.i m hSii- 

I! soffit done d’ajouter unr unite a la valour d 
dessus. 

M. Lebesgue (') a deduil du iheoreme preee 
<pienee do la plus haute importance. (iY.st tine ,*■ 
(jui domic one home inferirure dr la inrillcur 
d’orclre // quand on romunt h* drvrloppemen t d 
(onelion a representor. Voiri relic regie : 

17. R&gle de M. Lebesgue. Si Vappro.vimu 
fine suite de Fourier d'ordrr n est egab' a i 
approximation tri gonom< : t ri<jue du meme nrd 
< ; gafe d 

m 

A h>» // i I> ' 

oil A. et B sont les deux manhres assignt : s d< 
jirec.edent. 

Soienl S w la somme de Courier donuant fapp 
<l 'l l n sceonde expression d'ordre n donuant Taj 
Consul^rons la decomposition 

T„, *. T„. 

Soil. C soimne dr Fourier de f — T„, nous e 

Yj 1" I //. 

1/ T, # > 2„|. 

Coniine li fl csl la sonuue de Fourier dr j ’ * 


(J) Sur integrate* ftw^alieres ( Ann. Far. tie* Sr. tie 
( 3 ) Voir la premiere au n" 1) ((>“). 



AIMMIOXIMATION PAN LK.S S Kit IKK OK FOUIUEH. 


ilc * " o, nous avons, par lo ibooromo prooudoul., 

I/— r IV> * - ^// |p„( A H); 

,omm<* d’aulrr. pari |/ S /v | atlrinl. la valour cp( //), nous 

as <‘ii oonoluro 

rp( // ) . ( V !<>“//• H It ). 

‘ la rosullo la bornr inlrriouro asM^nro a 


Tli^ordme III. ■ On pm l ass/rner a priori deux nomhres 
■ A 0 / l> jouissant dr la proprletr suivanle : ^f j (,r ) dr 
nde admrt nne derivin' d'ordre r inferrable el dr 
u/r M/-, <>n <t 

INI/. 

I u„ | l,/*< *>■ > ■' s„ i ( a i in — 

ipposons < 1'alx>r< 1 /* pair rl soil r '>,</. 

i surir do Kourirr do f iri (,/*) s’oblirnl <‘n dorivanl r ~~ *>.</ loi.s 
* <!<*/( a sa\oir 

/i.r, V V/ „ A/l nis/. ,r i /;/,siu/.r, 

* JmU 

u 

r ||<> oonvor^o par Ir rrilrrinm du n" It. La sorio dorivrr (<jui 
, <Hro <'onv<’rjj;<*nt.i‘ on non ) sura 


V n /i# it* ( i r/ 1 r a/,. 


h>no, ini romplaoanl par s.i \alrur liroo <lo <‘<‘llr dcrmrrr 
nulo, noti'-. oblruons 


U„ JL V/ * 1 

HI I « ' 1 

mil j/ t la Mumnr d ordrr /» dr la surit* <b‘ b minor do J ' (./*)» dr 
lo qnr 


It A* 7 7 A 


unit 

( i i'/K„ 


I ,1 ■ I !'• — i I /. • I !'■ 1 


CIIAPITRK i. 


Mais, cn vcrlu du iheoreme 1, on a 

| <37. | < M,.i A Inj; / ; B 1 ; 

il vienl done 


1 H„ [ - A log/? j- B 
M ; . " (n • \) r 



1 t 


A B yi / i 

(//-li)'' ‘ j—i \A' i A 

n t t 


) ln»/,. 


La derniere soiiiuk* (<|ul e,s( multiplier par \) prui s p 1 
sons la forme 


log(// •+ 1 ) y 1 , /. 1 

(n 4- iY 1 jLj (k 7 1 )>' A 

n I 1 


. loff( n ill y 1 

( n f- ij'* 1 jmU i A • n' 
n 1 1 

11 vienl done a fortiori 


m: f n - n j 

I H ■ l \ r to 


|K« 


•> A In" // * ( * |l 


n ( 


\J,. 



(4CSI la relation a demon l re r ,* *> V el * * I * » 1 son l deux, uni 
fixes quo Ton peul designer dr nuimMti par \ <*t IL 

Supposons, en second lien, r impair el dr la forme *>y p 
</ pent dire md ). 

J,a serie dc Fourier do/'{./* n <jui s’olilimt pat* m/ . i d< 
lions, sera, dans re eas ei, 


y »i. Hz. 


1 1 iVf *n t s*n /* ,t t> ■ A r \ A*, 


Done 


' ^ s<:r * (> eonjn^ne(‘ de la sene dr* Fourier dr /’ 1 t ,r) 


y«i 


K11 remplaoant. \ A par h ;i wilour lin'e <!,• < rti<- dcrniVrc Coni 
nous obtenons 


H/i f t ,A 


1 IL 


A* 


APPROXIMATION PAR LES SERIES DE FOURIER. 


a ) 

La (I om 011s l ration s’acheve cxaclemen t com me dans le cas prece¬ 
dent. En diet, soil, <j' k la somme d’ordrc/r de la serie ; on a 

di.— 

et ; en veiiu du llieoreme I, la somme ay. satisfait (comme a-*) a la 
condition 

I <4| < [\1,.( A log A -f- B). 

II n’y a done qu’a aecenluer cr dans la demonstration precedente. 

Le theorem© quo nous venous d’etablir centre en partie dans un 
theorem© de M. Bernstein (*) el eelui de M. Bernstein est lui- 
memo un eas particulicr du llieoreme V (jui suit. La consideration 
de la serie conjuguee, qui n’intervienl pas dans Lanalyse de 
M. Bernstein, permet de simplifier Leaucoup les demonstrations. 

Nous avons monl.ro dans les deux theoremes precedents comment 
rapproximalion par les sommes de Fourier osl, bee au module 
maximum de la (onelion ou de ses derives supposees exislantes. 
Nous aliens maiutenant monlrer comment ^approximation est 
lice au moduli' de ©unlinuil© des memos fonclious. Ce sera l’objet 
dcs deux lliroremes suivants. 


li). Th^orfcme IV. - On peat assignvr a priori deux nombres 
fixes A et I) jouissant. de. la propriety suivanU* : S 7 J\x) de 
periode 9,tz (a!met h> /nndtt/r de cant in uite to (o ) 7 on a 

| lf„ |. ;(Mo K»+l()Jj). 


Nous aliens rallarher ce llieoreme aux ihcorcmes ll et HI par un 
proeedd de raisonnement quo M. Duubam Jackson a employe dans 
un cas analogue (* i ). 

Suit o ime parlie aliquot© de la period© *atz. Marquons, sur la 
courhc y -/’(.r), l<*s points dhmlonnee Xo, ou A pareourt la suite 


(') Sur t'ordre, de Ut meiUe.ure approximation des fauctions continues 
(M<bn. eit<L n" 511). La demonstration <lc M. Bernstein eoneernc la representation 
par poI\nomes tri^onornetriques et ne eomportc pas <jue V et B soient des cons¬ 
umes absolues. 

( a ) Dissertation inaugurate, (lottin^en, i<)ii. Demonstration du Unioreme V 
(p. /Jo)- 



eilAPITUK I. 


des valours enliores do. — x a • x. (anisiddrous 
inscril <|ui a cos po'inl s pour so mmols; Ton I on mV do 
esl line ionetion (\r ) do pdriodo '>r:. Sur oiuupio o 
i»’one, cello fonelion osl hndairo ol .son osoillalion 
ComiiKi sa derived »!/ e>l oonslanlr sur rhaque rdh 
eliaeun d’cux (el, par omisoipionl, parloul )„ 


D’autre part, sur le cole limild au\ ahsoissos )j) < 
diderenoe /*—»L, an point .r, osl oompriso rntro 

/(.n— ,/Vao) rt f\ r i /. n) u >; 

on a done aussi partoul 

j j ft) t t, I. 

(joasiderons mnmlenant la ddonmpositinu 
/ «/ • •!> 

f^serio do Fouriei do/est la sommo do oollos do /’ 
Soienl, 1$//, H„ les oearts rolntifs a ros trois sdrios, 
meal; nous avons 

»<« K ■ K- 

Mans, comma |/ 'l | • <»> i £ ), nous a \ on s, p;»r Io t, 

I It It | <*. I V I<>I4 // t It i f«) i d i ; 

<M, eoinnie |-i'| ■ . ' X', nous avons, par | r i|,r„rrmr I 

K/! I ( v !()«; n I il/ 1 " ' 

ft r'i 

D’ailleurs, on prut salisl'airo au\ il.dor.-mos II ol 
.names valours do \oi do |{; nous avons done 

I | ( A lo?4 // ■ B ! ( i , 1 ) U) i r] 

n 1 

IVenons o = eo ,p,i osl l,i<*,i uno panic .lo la p,d 


f/esl le iheoreme a demonlrer : les valeurs A el B de lYnonco 
s’oblionnonl on nud l i pliant par ^ i --j- ~ j (allies de la dthnonslration. 

20. Crit^rium d© convergence de Dini-Lipschitz. — Ce eriic¬ 
ier iu in esl tin enrol laire du iheoreme precedent. II esl plus precis 
quo eeltii du n° 14. Kn voici lYmonco : 

Si fo module d,<* rontinui.tr dr j\x) satisfait a la condition 
(life do Dini-Li psrhitz , 

lim (o( fi) 'lo^ \ . o, 

6 0 0 

fa serif* do /^mirier drf{x) cnnvtu'gt* unifor/nrmont vrrs f(x). 

Kn ollol, on laisanl o — > colic condition nous donne 

n 

lim to ( -- ) lot* n =- o. 

// 1 // / ‘ 

Dans ee oas, on a uniformrmrnt , par lo theoronie I\ , 

lim R„ - o. 

ft m 


2 1. Th^or&m© V. - On fu*u( assignor a priori deux nomhrrs 
fixes A rt B jouissunt do la pruprirtr silicon to : Si f(.r) do 
periodo at: ud/nof am* drrierr d'ordn* r f*t </ue celte.-ci adni<*tt< t 
fe modulo <!o can / in a i/( : <»>,.( o'), on u ' # 


1 »«l 


A lof* n 



n r 


La demonstration est analogue a cello du iheoreme 1\. Soil 
o line partie aliquolo do a rz, Inserivons tin polvgono dans la 
eourbe y (./*') on prenanl pour sommrls les points d abs- 

rissrs >.o ( A entier). Soil A(,r) rordonnee do cc pol vgone; nous 
avons, ronum* dans la demonstration rappoloo, 
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('ll APITHK 1 . 


Cons id crons Ic developpemcnt do *L on sorie do 


vergenle (n° 11) 


• 'V ( a/,. co^/or t sin X.r ); 


nous avons, puistpie J ir ^ ost periodiquo 


— ( <Lr .. — / {’V /‘' tf^’i 

V.7C 1 'A-,' 


d’ou, par lo llieomne do la movniiu 1 , 

ki. 7 = r*v^./ r \<t- 

•> TT ' 


/’ (i), ( 'i }. 


Designons maintenanl parF( r) la soimnr do la : 
melrique obtenue cn inldgranl /* (bis do suite la serio 


^ ( a/ t ros/'.r ! !>/, sin /../• 


sans inlroduire do o.onslanlos, do sorie quo F M*) esl 
periodique, donl les derivces d’ordre r el d ordre r 
respeclivemeiU aux conditions 


[fir- ’!/ 


(Feu, par Ics intfgalilds preeedentes. 


|(/— F) lH I ^ i *ttl 


|p ( r.U| |,l/ 


Faisons mainlenant la decomposition f if 


soient l\ rn K',, H" I os rcsles dos series dr Fourier do 


respeclivemeiU; nous avons 


F/t “ ™ F/k t F//* 


Mais f — F admel line deriver (Fordre /\ de mm 
done, par le iheoreme IV, 

1 it;,'!. (Mo S «- t . ni“ 51 


D’amre part, F admel une de river (Fordre /• f 


approximation pah mss s is r I is s ms fourikr. 
^o)(3) : 3; par consequent, 


I R" |?(Alog/i-+- B) 


i to,.(o) 


n /,+1 o 


Nous on coneluons 

| R/i | . ( A log n H- B ) ('>. h-L \ ——~; 

\ no / n r 

cl, on faisanl. o —, 


/ X ' (-) 

I K« I :•= (■•>•+ ~) (A log/I-+- ]j) — n ,~ 


2 9 


On ohlicul done les valours de A el de B qui conviennent a 
I’enonce, on mulllpliaul par ^ 2 -+-^ oelles utilisees dans la 
demonstration. 


22. Remarque. — Supposons quo /(•*') admelle une derivee 
continue d’ordre r — i ot quo oelle-ei salisfasse anno condition j de 
Lipsehilz d’ordre i, a savoir 

. CO,. ! ( 0 ) ™ iM,. 0 . 

On pent dire encore quo /’(.r) a une deri\ee d’ordre r de 
module M,., sans supposcr, pour cola, Lexislenee el rintegrabi- 
lile de retie derivee. On a, par le theoreme precedent, 

| K„ | , f A ln^/i -l- li) it 

Le theoreme III subsisle done sans supposer la deriveo cBordre /* 
exislanle (‘l intograble. La distinction enlre les deux (‘.as dispa- 
raiIrail d'aillours si Lon laisail. usages d(‘ LinlcgTalo de Lebesgue. 

2d. D6rivabilit6. - - Iai derivee (Lime; somme S„ de Fourier esl 
la somme de Fourier de la deri xce, J' ! (x) supposee hornet? clinic- 
grable. Done les derixees successive* tie la serie de Fourier 
de f(j') representent les derivecs suceessivos de /*(.r) aussi long- 
lemps quo ees derivecs soul exprinialdes on serie de Fourier, 
done, indrfiuimenl si tonics les derivecs existent, \insi hi serin dr 
Fourier tV tint* fonrtion indr/in i/nr/it drricahlc rst tint* vnpre- 
santutioti indr/in inu^t t dcricttldr dr rrtt.r function, ot la med¬ 
icare quo Lon eonnaissc dans oe (‘as. 



(jHAI’ITRE II. 

APPROXIMATION PAH LKS SOMMKS I)K KKJKIt 


{{. Sommes de Fej<§r. Le s thooromes prrrriicnO 
lirulier le llicoremo III, no donnonl pas la drmm 
lliooremc tic Woierslrass stir I'approximalion O’i^onoi 
fonrlions ooul.inuos. Aikmuk 1 drmonslration do n* tin 
plus cle^anlo quo ocllo do M. Kojor. Nous donnoron 
domonslralion, la forme <|ui oonvionl 1 c miou\ a nolrt 
La motliodo tic M. Lojor oonsisto a somiurr la sdn< 
par le precede tie la mo)eniii' aritlundliqiu*. Drsi^no 
moyonne aril.Innt'Oi<|ur dos n premieres snmmi's dr 
savoir 


Colic moyonne ost. une expression tri^onometrique d 
au plus. Nous dirons quo e’esl la somrnr dr lujrr 
Kile revienla uuo inle^rale, analogue a eelle do Diriehl 
appellorons integral? do fr'rjrr el qu<‘ nous aliens f< 
avons 



n 


n t 

(It 

’J. St II l / Jmmi 


sin 






Gellc sommalion sVflectue par la formule 

n— 1 nl 

. t 'V' . /, i\ V <‘ns / k t nisi/, , \\( i 

5,n ;2“T + Y 1 - 

0 (I 

d’ou Vintogi'ale do h'rjrr 

J /‘ 27C # I — VOS nt 

(J _ i /(.r t- t) — dr, 

n iz ! ‘ , 


i —cosnt par psin-—, puis i par elle prend la 


i r % /'sin /^/\ 

■« - / ,/(.*•-+-a*) ( -r— 

n~J {) 


ns-lui un prooodd do Iransforniation que nous aurons 
>ooasion d’ulilisor plus lard. Subslituons sous le signe 
ion lo dovoloppomonl 

oc 

1 ^ I 

sii»- / jLu ( / -1 • A t:)- 3 


lonno a lonno el. observons quo f(x -j- a / ) sin -n l 
pdriode il vienl, on prenanl / -]- k~ romme nouvell<‘ 
dans eliaque icnne, 


r /• v /sin ///\- 

J ^ r) 


iniieanl / (»n 


U"H' 1 

' UO ' 


/ \ /sin / \ 2 


*xpr^ssion del ini live do Pinlegrale do bejer. 

on d observer quo, si / i, les sonnnes S/ ( el, par suile, 

;alos a lunilo; do no 

i / sin / \ 2 , 


>pri4t6s fondamentales des sommes de Fej&r. — Suppo- 
io modulo do/’ no surpasse pas M el. appli(juons a Pin- 
Kejer le iheorenie do la moyenne; eoo.i estperinis, paroo 

lour osl }><>silif, on <|ni n’avail pas lion pour lo 

talogue dans Pinlegrale do Diriehlet. II vionl 


i,„, a m. 


eoromo suivanl, <pii osl iondamental : 


Toute nomine de Fejer a urn* vat ear i/t fer/nrdi, 
diverses valours de f\.e). Fn part teaUei\ m 

somme de Fejer qaedcom/ae no sar passe pas lr a t 
mam de cette forte/ion . 

Revenons maialenanl a I Venial ion t •> »; mullipliou 
el soust.rayons-la do lYquution < i i. II \irnt 






Par ronsdqueul, si/admot It* modulo dr ami inuitr u 


(3) 


l/V) 


/"■■(I'm 


MH t 


\ dt . 


Pour formor line, majoranlr dr rrltr inlr^rulr, parlay 
vail c d’inld^ralion on l mis parlirs « u, n % i i, \j <»t 
majorant dans rliaquo intrrvallr, tiuiis opinions mini 
I’a pproximalion 



ol, on majoranl davanta^r ( u" (>, •»** K 


7T 



»•» * r • 


% 


I reuant onfiu N ~ i : <»> { ^ ), nous opinions < <mimr 
ricure* do I'approximatlmi 


1/ *7« 



: »m f i 


Si/csl 4*ontiiim>, rein* express!,,,, leml w -is ( |„ 
vers I infini, el nous ,„ts olilrtm l.i ilt-mtitt*.tr.iIi• >it an 
llirorenie II dr Weiersirass. 

I,i. I.orac <le rapproxinii.iiotj <pn p,r, 
l/approx.liuuiou esl plus iuhTessa,,le a I ntistilei er ,|, 
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11 / verifie line condition de Lipschilz d’ordrc donne a 


Ians ce cas, une eonslanle M qui depend de f el salis- 
lilion 

io( o) ^ M o a . 


3) nous donne, dans ce cas, 


I/O) -- o- M 



lie in leg rale exisle el a une valour puremenl nume- 
pouvons enoncer le tlieoreme suivant, qui cst du a 

fait, a la condition de Lip sc hi tz d'ordre a. : 


co (o)IY1 o a (o • .; a < i ), 

i /■/ . , .AM 


a constants numeri(/ue </ui peat etre assignee ane 
(ties (/uand a est donne. 


>ssion d’une somme trigonom^trique finie au moyen 
imes de Fej4r. — Soil. T(.r) une expression trigone- 
rdre//. I )esignons ses sommes de Fourier par ,v 0J s { ,..., 
sommes de Fejdr par t,, to, ..., t, 4 , .... Les sommes 
i deviennenl idenliques a T des quo Pindire k esl n. 


19 )^n l p ( ■?» H s t ’ I ■ - • • t" S/i -i) f S'n ■*+”...• I- s n | p-i ) 


( n -+-/>)•« , p • nz, r i- p'V 

m 1" d’ordre n s'exprime par la fornnde suivante : 

T { n ’\r p )~n \ p ' n Z,i 


p 


Nous allons faire line apj >1 i< k alion do res fornudes. 

27. Nouvelle borne inforieuro do la moilloure 
tion ( ! ). — Considerons une fonrtinn / (.r i et une 
trigonomclriquc approrhee d’ordro n, 1 {.r ). I 
preeedemmenl, par S/ t el cr/, los mmiiiiics do bourier 
relatives a /, par ,v* el los somnirs analogues rel 
par p ^approximation f’ournie pai* l\ rt proposons non 
une borne inferieure do p. 

Nous avons, par definition, 

|/ T v. 

Observons quo la soinmo do I f '<‘j< ; r d’une diflerenrr 
re nee dos sommes <le Fejer, el appliqtnms la pi opriet<‘ 
Laic des sommes do Fejer { n" 2"> ). Fes sommes dr Feje 
soul, avcey’— T, de module p; par ronsnjurn! „ 

| ~n j , /-> | 1 n * /' a i /* 

Nous avons done, said’ une erreur 

f ./1 ~n 7 tt* ’utp 7 n \ p- 

Subsliluons ees \aleurs dans la relation du miuirro pi t 

T J/i ! n n 

V 

1’erreur lolale sera inferieure a 

n * h » u 
* * * 

/' ' 


// I n « /» 

“ ! ' . /' * 

H 1)K ^ Vali.kk I'ou&hin, Comp tv* rrmim t/t: /' Utitirnitv 
ai rnai i<)i8. 


l ft i // > 

P I ' 1 

P 

el, par consequent, nous avons 

p (ft 1 £ !*«*,, 

.. 


APPROXIMATION PAR LEB SOMMES DE FEJER. 


35 


Revenons aux sommes de Fourier; il vienl enfin 




~P „ 


Nous pouvons done enonecr la regie suivante : 

La meilleure approximation. p (Vane, fonctio/i f par une 
expression trigonom(U,rique cVordre n /Lest pas inferieura au 

quotient par a I LAJL de Vapproximation obtenue , qaand on 

prend eomme valear approehee de f la moyenne arithmelique 
de. p sommes de Fourier v.onsecu lives a partir de S„. En par- 
ticulier (si />==//), elle /Lest pas in ferieure au quart de celle 
qui est four/iie pa/' la moyenne de n sommes de Fourier co/ise- 
cutives d pa/'tir de S ;i . 

Celle regie peul se simplifier dans ties cas parliculiers. 
Designous par \\, t 1’omMir/ — S /; , el par 

A a Uh eos/i’.r ■ \- b{. si a kx 


le lenne general de la serie do Fourier do f. L’erreur relative a la 
moyenne est IVrreur moyenne, a savoir (si p =^= n) 

IC I 1^« I t I * * • 1 1 ^ *i n I A // | | * I - A „ | >2 i •. . . • i' /l A 2 n 

. —- —— -- ~b 


el le maximum ahsolu de retie erreur est Fapproximalion fournie 
par la moyenne ronsiddree. 

Supposons, pour preriser., tpie/’sYx prime en serie tie Fourier 
eonvergenle el tpie la valeur de x tpii maxima K.2« donne le me. me 
signe (dont* relui de R a/ /) a tons les tonnes \/ t qui soul d 5 in- 
dires ;> //. Alors le maximum de Ferreur moyenne surpasse <‘oIui 
da | Ha//1 et nous avous la rdgle suivanle : 

Si f est dexeloppable en serie de Fourier eonvergenle, et que 
la vuteur de x qui maxi me don tie le me me sig/ie d tons ies 
termes <le eette serie iVindices >> n, la meilleu.re approxF 
/nation p de f (x) par tine expn>ssion trig on ornetriqu e d'ordre n 
ne sera pas inferieure au quart d<> eelte fournie par (a somme 
de Fourier d'ordre double, ■ m . 



3 <> .. 

2H. Ordre de la meilleure approximation do | sin 
de Bernstein. - Celle fonelion esi pain* et de p.'-ri 
de Fourier no coulienl. done (|tie ties eosinus <le » 
de x. On a done 


| sin or | • • <*»/, eos '* /»* r 

-TC ■> , ' * “ 

a, k I / | sin a* | cos ->kx d.v ^ j Mn.r c 

^ J {) * " 

pit 

• • I / [ sin(i i- '>k)x ! "ini i « r | */r 

tc * 7 o 

_ ^ r_*_ ? 

7C [ V. /F — I •> / i t 


Tons les Icrmcs soul maximrs et ne«;at its t said */,,) 
valcur .r = <>, el, la derniere rrjjlo s applique. 

La meilleure approximation de |sm./*| par m 
d’ordre n <;sl inlrrieure a 

\r,„\ i * 


mais die est supdrieure a 


max j \\„ | 


i V 


>L t 


} L • » 


i 

, max \U t , 

•i 


i 

« » // i * 


La meilleure approximation de |sinr| est dour d< 
(piand n lend vers Pi nli ai. 

La fonet ion | cos./’ | se ramrne a la j>ri ; <I<*ut<* par 

de x on ,/* -|- ; (dl<‘ adm<‘t done la memo approxima 

L’approximation d<‘ | .r | on serin d<* puhnomes d< 
(—i, -h i) revient a la preerdeutr par la suhstitut 
Nous pouvons doin' enoneer le throreme sui\ ant, qu 
a obtenu par d(‘s mdbodes tout autres ; I ,a /firtilt 
r nation dr | x | par an ptdyimmr d'nrd/'r n dai 

(— i, -f-1) rst dr Vardvr dr tftnmd n frnd rrrs 
question, quo j’ai posee on i <jo«X, a jour uu idie imj 
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develop pcment de la theorie. La solulion nouvelle quo je viens 
d’en donner esl la plus simple. 

M. Bernstein a demon ire le theoreme precedent par deux me- 
ihodes di Heron tcs dans son Meinoirc Sur I'ordre de la medicare 
approximation des f auctions continues (1912) ('). II a beau- 
coup precise les resultals dans mi autre Memo ire Sur la meilleure 
approximation de |./: | par des poly names de degres don ties 
( 19 1 3) (-). Dans celui-oi, il demontre quo la valeur asymptolique 

de: la meilleure approximation eslla forme — on A esl une cons tan le 

que I’on sail c.aleuler an degre d'exaelitude (pie Ton vent. Nous 
renverrous pour cela an Memo ire de M. Bernslein. 

129. Derives des sommes de Fejer.— Co mine la derivee d’unc 
sonnne de Courier esl la somme de Courier de la derivee, de 
memo la derivee (rune somme de Fejer, a-,,, dc f(x) esl la somme 
de Fejer de f ! ( x ) supposre exislanle el horuee. Done, en tunt 
qu'expressio/i infiniment upprockee pour nz— co, la somme d<> 
b'ejer es't derivable aussi Iongtemps que les derivees successives 
de f(x) admettenl ee mode de representation ^ done au.ssi 
loti gtemps que ces ddrivers so tit con ti tines. 

L’el.ude de la derivation des sommes do Fejer conduit a des 
resultals interessauts. Nous aliens dabord ex primer cr' f sous forme 

d’inle^rale delude. Cliau^eons t en t —- dans I’cxprossiou deli- 

nilive de v n par une in terrain donnee au n l> 24; il vient 



Or, si Ton derive mu; fonetion de t — 


n ,r 

—on a 


IL 


--!>/; 


( 1 ) Me moires publics par la Masse des Sciences de ('Academic royale de 
Belgique, 2 " sorie, l. IV, 1 <>x*.► . 

( 3 ) Acta Mathematical t. 37, i{>i3. 
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il vient done, par la re^le dc 1 Elbruz, 


\)ry n ff', 


sin ^ / 


7 i 


< (l , en observiiul (|u(* la . 1 'imc i'mu-limt j.aiif 

'■-tJ'VW) fU V)|"i' : 


Desi^nons par A ft>( tc) 1 oscillation do/ \ a i •. 
iheoromc de la moyenno, 


V.I ;i fWI'lV’ 

1 *’ * 0 1 


oil desi^nant par / la constitute nunioriquo 


/ 

Celle constant e / ost 
quand / vane do o a n 
ai Hoars 

i" mi 


par consequent,, 



co (pii ost * • Do IJ, b 



inferieuro a * * Kn cOot, 

i 

et sa dorivee csl nc^atiu 

sin »/ » <ou* /' i 

/ J /* 



k tbcorcinc sni\ant : 


Si f(;v) a pour oscillation A, la Denver d o 
Fojer </urleon</U(\ do fi ,r l ost do module l , 
constanto nutneru/uo 7 * 


Cod conduit A mi autre rcsultat inhTcssnut. 
expression t.rigonom cinque d'ordre n. llcpnuums 



au i 


d’oii 
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noyen dc deux sommes <le Fejer x„ et x 2 „ (n° 26 ) 
T : MTj,, 

T'-axi„ 
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L « 5 

• * 


Supposons (pie 'I 1 soil <le module L, done d’oscillalion A^ 2 L 
et appliquons le I.Moreme precedent. Nous vojons que x!,„ et x' 
soul, respectivemenl do modules 5461L et ulnL. Done: Si une 
expression trii>onomatri<jua d'ordra n ast da module < L, sa 
dcrivar ast da module < hn L, oh h ast una Constanta name- 
rique. 

Toulcfois co proctble do raisonnement conduit a une valeur de h 
trop eleven. Le faeleur h pout tHre abaisse a i. C’est la un theo- 
remo tros remarquable et Ires important, mais il se rattaclxe a des 
considerations d’onlre algebrique. Nous aliens le demontrer. 


dO. Th6or6me- ( 1 ). — So it r r (x) une expression trigono - 

metrique (Pardn* n . Si le module de r r ne surpasse pas L, celui 
de sa derivee r P ne surp<tsse pas n L. 

Nous aliens elablir irois propositions prdliminaires : 

i° line expression trigonometrique (Vordre ^/i, T(x), ne 
pent pas avoir plus de <>.n raeines non equivalcntes, et s'il y a 
des raeines multiples , elles complent pour aatant de raeines 
simples qidily a <V unites dans leur ordre. 

Considerons la subsl itution 

<»*•<• t. 

Kile fait eorrespondre a une mdme valeur de t une infinite de 
valeurs de x qui di Heron t (Tun multiple de la periodc 2*c cl sont 
(files equivtdentes. Deux valours de x qui correspondent a 
deux valours dill^rentes <1<? t ne satisfont pas a eetle condition et 
sent non rfquivalentes. Soil 

n 

T * a/ k cos le x -+-* s i n /’ x ; 


( l ) (). dk la Vallek Poussin, Comptes rendu s de VAcademic des Sciences> 
»7 mai 




on aura, par la siibslilulion prtioodcnlc. 


T(>: 


V 


a/,. 


/‘ ■I- -v)'l !'J/. -■ I !'• 




l 


oil Vzn osL un poljnome < I o de^re ■>//. < )v b*s rar ‘ nrs <1 
donnees, avee* leur ordn* de nmltiplieih*, par relb 
no me I > 2 //(/), <•« qui juslilie la proposition. 

i)/> ,S7 la dtrivve dr T adwet te mrme wad a It 9 nit 
(fite, la derives de la function 

s L sin t nr i (i), 


L est imc constitute donnt : e et (\ anc emistante 
on pent elm/sir (1 de maniere t/ne la dijf'ercncc 
derived* ait tine raeine double * 

Soil. £ uu point on | r I 1 1 attemt miii m.mmtim // L; 
point, <|ui e.sl un extreme de 1 , 

T'( ; I n I., T > ; i «>. 

Delenninons (1 par la condition <pte cusp/; • («• 
le sipie <U‘ T'(5 b nous annuls 

s' ( l ) '* o I* T'< ; i, o. 

Alors c* os l une raeine double* de* .v* T\ e*ar on a 

s'( ; j — T'l ; i ■ a, .s*i ; * 1* • ; i o. 

3° Si le module marlin uni I. de* T nc sin pt 
s ! — - I v admet an moins •> n raehu"i ilistinehs rt i 
lenten . 

Soil d’abord IV- IAlors s donne* son si^uc a la dill 
au\ •>,n poinls non equivalents on ,v L. Soil 

(0 -t’l , j\ , .,,. , ./*,„. ,/, 

la suite de \\n [ i de* ee*s points emhrassant one pm n, 
rene*e a*-— 1 erst de si^ne* allorne ponr ret te suite de poi 
>.n raeines dislinetns au moins, uue elans rhaque 
deux points conseVulifs ,. \lais, <*nt i e de*u\ t a< i 




uuj r 


q i 

il y en a une au moins de s' — r F, ce qui fait racines distincies tie 
eetle derivee, qui, n’embrassanl pas la periode entiere, sont non 
equivalences. 

Soil, en second lieu, 1 /^ L. Donnons-nous un infiniment petit 
positif e el. considdrons la diflerenee 

(Homme dans le (‘.as precedent, celle fonction admet 211 racines 
non equivalentes, <jui s’interealent enlre les Lermes de la suite ( 1 ). 
Ces racines ferment une notivelle suite 

U) iu S21 •..> bi • ••> b/e ii-+- 2 iz, (a?/.< 

Mais ces racines dependent maintenant de e et deux racines con- 
seeutives peuvent elre infiniment voisines. Si Uinlervalle ) 

n’est pas inliniment petil, et £/ ( . + i sont, a la lrmite (pour s = a), 
deux racines distinel.es <le s - T (independantde s) el, entre elles, 
il v a une racine au moms 7\/ ( de s r — T 7 a distance finie de 
cl 1 • D’aolre pari, si I inlervalle (£*, £*+ 1 ) est infiniment petit 
et se confond, par consequent, avee le point .r/ f+1 , la racine inter¬ 
mediate de s' r I v osl t ,. Mais les deux intervalles (£*__ 4 , £*) 

o.t. (?/,-, £/, \ 2 )i eo Lilians au precedent, sont finis, ear ils conlicnnent 

respce.l.ivemenl j‘/ t 1 et .Y7q.ii el y^- est isole des deux racines voi¬ 
sines y,*.., el par la conclusion obtenuc daiis la premiere hypo- 
ihese. Done, a ehaque intervalle (fini on non) de deux q/ f conse- 
eutifs, correspond une racine dislincle de s r —T' et la conclusion 
sur le nomhre de ces ra<‘incs subsiste. 

Il est maiulenanl. facile de demontrer le theoreme suivanl, dont 
eelui du debut esl la consequence immediate : 

I iikohkmu. — Sort T (./.*) une expression trigonometrique 
entiere dont le module ne surpasse pas L, si le module de sa 
dei'ii 77? alleint L, T(.r) est de la forme 

s r~ L sin ( n:r -+- G ) 

ou bien d'ordre n . 

Supposons d abord que |T ; | depasse n L. Delerminons la cons- 
lanle C coniine dans la demonstration de (e°) et cboisissons une 
conslante X 1 de maniere que (XT'] ail pour maximum n L. AJors 
|XT| a son maximum <] L, done s' — XT'a 211 racines distinctes 
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(3°) et line racinc double («°), done •>.// M r;uuu 
Cette expression (el, par consequent, I ) <‘st <1 nrdrr 
Supposons que (T'l ail pour maximum // L. Dans 
a 2 /i + i racines (coniine dans le cas preredent), n 
identiquement nolle. Done 1 <*sl identique axon biei 

Remarque. — be theoreme precedent a He < 
M. S. Bernstein, pour les functions I qui sunt />< 
raisonnemcnt d'ordrc analylique ( 1 ). la 1 memo auh 
pour le eas g/mdral, saul 1 i n t rod uc 1 1 on superilue d 
mais la demonstration qidil en donne est Mijetle a e 
Le theoreme precedent s'appliquo, de prorhe on 
dtirivee d’ordre queleonque. On oblieitt ainsi Tern 

Th£okkmk. — Si le module <!'une expression trt^ 
(Vordre n ue sur passe pas I., cehti <te sa fAravr 
stirpasse pas n k L. 


( x ) Sur I'ordre de la meitlettre. approximation ties /auctions 
M. Bernstein etcml le theoreme au\ functions unpatten par .r»Mit 
cetlc assimilation que. porlc la critique que noun formuluns t< i. 


CHAPfTHE III. 


MET1I0DE GENERALK PltOPRE A ABAISSER LA BORNE 
PRftGfcDEMMENT ASSIGNEE A [/APPROXIMATION. 


[ja borne assignee a ('approximation par les so mines de Fourier 
comporlo, dans Li eas general, mi faeleur log/i, (pie Ron peut se pro¬ 
posin' de fa ini disparail.ro. Les sonunes de Fejer ne le pennellenl 
pas. Kilos ne presen lent dVdleurs d'avanta^o sur oclles de Fourier 
(jue poor L\s (’unctions non derivables. Nous sonunes ainsi amenes 
a inlroduirc des inie^ralos analogues a (idle de Fejer, inais plus 
rapidemenl eonvergenles. do sent les lone lions V r (x, /?), que 
nous alio ns delinir. 

Toutefois, avanl d’allcr plus loin, il convienl de rappelerque les 
premiers resu I la is analo^nes a mu que nous aliens dlablir, on l etc 
ol)leans par M. I). Jackson dans sa These inaugurate ( 1 ). M. Jackson 
Lraile pour eommencer la representation par polynomes et on 
doduil a pres coup les ihdoremes relalifs a la representation trigo- 
uomelri(|ue. (Test In marohe inverse que nous adopIons iei. Nous 
preciserons un pen les eonelusions tout mi eonservanl aux ealculs 
imr apparence inoins rebar ba live. 


III. Definition de F,.( .r, n ). Soil J\x) une (onelion (Continue 
de periode v.t:. I )onnons-nous deux (in tiers posilifs ret// el posons 


(0 


-(/•)- 


sin t\ ir r 


( 1 ) FeUer die (kmauigkeU der Anndherung sletiger Funktionun durch garize 
rationale Funktionen, etc. Lniv. Burhilrurkerei, Ooltingrn, u/ir 
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La fonclion. //) pent etre consider©© coniine ime g 

lion de IMnlegralc de Fejer a hupielle die se redml si r 
Nous allons demontrer le theorem© suivant : 

IS expression F r (#, /*) (> st 11 expression Ingonu 
<>n x (V or dr a < r/i. 

Changeons ( cn nt 1 F r devienl, a mi far lour constant 
/‘* , /sin /it\' lr , 

I dt. 

(loimne J\x H- 2 t) s'\i\- r n£ admel la period© re, eel le in 
decompose dans la somme 


V /V- 

/ sin/// \ 2 '* , 

■!-*=) 

h — oo 

»TC 



/(•'• ■+■ 

0 

•it ) sin 2/, //7 \ y ,f ‘ ~ ‘ T -. dt 

7 sm*/ 

Mais sin- r /// I) 2r 2 sin" 

-t (iSt. 

une expression trigon 

entiere; el 1 c (ist d’ordre 

{rn - 

~ i), car ie premier f; 

d’ordre a r/t et le seeond d’ordre 

•a ; dti plus, <d l(‘ (‘St | 

period© tc, done elle no. 

conlient <[ue d<is cosinus de 

pairs de /. Kn drfinilm 

■, K,. s' 

exprime linrnirement 

d’integrales du l yp< k gent* 

pal 



r n , . 

/ J( r “i * a /) cos*/ kt dt ■ / J( it) cos/, u x i n 

* o x * 0 


on k . rn — i, et <pii soul des expressions trigonometri 
d’ordre <; rn. 


32. Emploi de la fonction particular© F 2 (./\ n). 
oil /• r2 (isl hi premier <[ui s(i presente a pres eeltii d<* 
do Fejer (/* = t ). Cette etude eonduil. a des result a Ls ini 
(lalr.ulous d’abord tCi). On a, par I<* proredr d<‘ tram 
employe plus haul et par une in titration par parties por 
drrivee, 




sin 1 /1)* 


i 

sin 2 1 


dt 



COS 2 


[/expression Fo//) esl iri^nnomet.ri(juc on x cl’onlre 9.n — i. 
Ouand n lend vers I’indim, (die lend, com mo I’inld^rale F, do 
Fejer, vors/(;/:) stipposee oonlinue. Mais on pout ahaisscr la borne 
assignee a l’appnmmation. (Vosl. 1 \> 1 >jt du tlieorome suivanl : 


33. Th6or&me I ('). — Sif(,r) de periode :>.t z ad met le module, 
de continuity F a (.r, n) represents j\x) avac une approxi¬ 


mation 


P A <»> I 


oil A est it tw eons tun le nttmeritpte -< o. 
Nous avons, on ellet, 




ot., en ulilisanl la propridtd v,° dn n° (>, 


-/-> '-a) 


— ) -i- d; 


par consequent, 


'( '7)-./ <*' ' A«(i 


on posant 


3 t* m /sin/"x 4 . (> sin 4 / 

A- ..y ,■,/ i 11 ^— 


Knliu, en utilisant toujours lo mAme mode d<‘ transformation, non 


f * * sin 1 / . * I sin 3 /' . i (* n sin 3 1 

/ ~fr l!t / : „ I sinv 


1 

v. / smv 


( l ) Cf. Dunham Jackson. Dissertation inauiiurale, Sat/. VIII (p. t\H ). 



34. Theor&me II. — Si f\.r) de />eri<>de udnu 
continue et de module dr roiiluiutfr <>>1t '>»- l‘si 
sente f(x) (tree tine approximation 

<•;('■) 

o A " i 
‘ n 

, . > 

or) A est (die consUuilG nit/jimi/itc ► . ~* 


Inequation an debut de la demonstration pro 
s’eerirc 



par consequent, par le theoreme de la mo \euu«\ 


on posanl 


•>. TC 


v. 




n 


f 


vr 



n 






»tt. 


\ 



‘'in ’ / 


La dernibre mte^rale 
precede ale, il vienl 


avnnt ete evaluer dans 



la t 


Lc precede me sYteud pas au eas uu J \ ,r t adnie t 
d’ordre plus edeve. L’emploi (Tune Grille mte^rair 1% 
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mais il faut en combiner plnsieurs entre elles. Dans cette combi- 
naison, nous utiliserons un systeme d’equations lineaires que nous 
aliens d’abord discuter. 


3S. Sur un systeme lineaire. — Soient j 0 0 , y>,, p y des 
nombres donnes tous diflerents, eta 0 , a u a x des inconnues a 
determiner par le systeme de >. + i equations lineaires 


(0 


CIq -r~ <X i + . . .+ CL\ =c I, 



= 2, ..., A). 


Ce systeme est bien determine, car son determinant A a pour 
valeur 



oil le produit II s’etend a toutes les differences dans lesquelles 
on a La valeur de a 0 sera 


(to = 


A 0 


ou A 0 est le determinant qui se deduit de A en y rettiplacanl ~~ et 
ses puissances par o, de sorte que 

a 0 =—-— TT (--—)• 

\Pi Ph) 

l>k>0 

11 vient ainsi 


i j 



et les valeurs de ... se deduisent de celle de a 0 par des 

permutations d’indices. 

Nous aurons a utiliser le lemme suivant: 

SifoiPn •••» pi so at (dans un ordre arbitraire) les puis¬ 
sances i, p, p~i . p l d'un meme nombre entier p^ 4, les 
valeurs des inconnues a 0 , sont toutes de module < 2 . 



li suffit do prouver oela pour <7 0 ( la numrrotatio 
elant arbilrairo). Dans (’expression finale 1 do </ 0 , |<*s 

sont des puissances do p doul IVxpo.sanl v 

negalif, mais non mil. Les faetours du denominate 
(Uflerenls do zero, eeux on ro{ exposanl ost positifsoi 
les autres figurenl. dans le produit in (ini 



On a ? par consequent. 


• 1 /'" * 

7' /.* 


l«o|- 


P P 2 

P — 1 P*— 1 



Col exposanl esl ogal a 



r 


P — 1 


i i 

P « * p" \ j> J t 

■ * (« ‘ 1 ' 1 
/' 1 1 /' /> 5 




. P 


ct, par consequent, 


/» 4 

i | <*'/' !l ,*■ 


3C. Tli<5ori>me III. ■ .S7/f.ri ,/r pirinde n 
d<h-kh' d'onlre r, inh'pru'/de rt ,/r mud,,/,- . 
dejmtr une expression tripu/wmet/ n/u,\ T ( .n, </' 

M '** * /. - ’J> 1 1\ , 

^ ^ / ;/ " v P/ettnd entire enntenu dans ' ' , ,• 

sente J(x) aver tine (tppmximatinn 

‘ 

// ' 

,[, ‘P'’"<(de r sen! el prut etre assipnd j.ri., 
Delonninons un svslei.u. ,!<* /. , , 
les (!(|(ialions (i) du iiumm, pr.W.lcm on j,„. ,,, 
puissances sumissives <!,• .f. j,. ,| is Vtm 
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pm ale 

A 

T (&) = ^ a/c Fx+s ( x , -2 /c n). 

A=0 

ordre />z de T est celui de F x+ .o(^, 2 x /i), c’est-a-dire 
('k 4- 2) 2 A n — i, 

ui est conforme a 1 ’enonce. II reste a prouver que T donne 
iroximation p assignee. Posons, en abrege, 

A 

/.• = 0 

onstantes a h ont ele determinees par les conditions 

cp(0) =/(>), <?'^(o) = o, (6- = 1,2. 

reviennenl respectivemenl aux A + i equations lineaires (i) 
umcro precedent. Nous avons maintenant 



us aliens evalucr le maximum p de |T— f\ par le theoreme 
. moycnne. Remarquons que F et Louies ses deriveesd’ordre < r 
mlent pour t = o, cellos d : ot'dre impair parce quc F est paire, 
dies cPordro pair par les equations ( 2 ). 11 vient done, par la 
lule de Taj lor, 

C "-7 f -“ N ) max. 1 F (,,J I. 
r ! \ 11 j 1 1 



V. P. 


r )0 CIIAPITHK III. 

Or la formule prdcedenlo nionlrc <|iio max. 11*| r 

2max. |tp (r! |; done, les |er,,| ^anl ' ^ 

l*-l t'S* * • 


A' » 


A n 

s.m,. /*/ 

r V n 


Subsliluons cello majoranle dans la I’ormulr (.l i 

, 8 f ‘ r 

> J •„'•/•! Ti A! V. I./, ' r 1 

Celle formide prouvo le llirorcnu*. On pent tain* 

<b(r)^ * , —. / /' ( ■ 

r 1 7 ;•! x i A i *u. ? ; 


Cello integrate existe, car ’».X I i r \ dsirestim 
si /’ esl pair. 

Observons encore que Ton a 


( M 


/'*' / sin / \ r 1 :t , /’ ’ , mu / ' 1 

I(V , ., i: , / (_) . 

71 

t' x . , , I r » n /’ J ' / 

' y, / (sin/ K ' 1 ♦ /// ’* 1 / 

,/ 0 s/ ‘ i H/ 

i( -, ( ±£)-„, r - nT ;, :/ 

1 I mu' t tit j n 

Nous on eoneluons, /* pouvaut el re Mipposr . *, 


/*) 


•> r i r « ,|iir t 


/’!</'» ill/' 


Done '}(/’) (leeroit, rapidement quarnl r aopnrntr. 

Le lb eo re me III pent tbre preset* tr m»uh one l< 
mieux saisir la porta*, (a* sera fobjet < 1 i t theurome 


37 . Th6orfcme III Ins. ~ Si f\ x ) a<lmct tun* tit 
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integrable et de module < M r , alors, quel que soil m entier et 
positif , f(x) est susceptible d’une representation trigonome- 
tnque d' or dr e ^ m avec une approximation 


oft est une fonclion de r seal <jironpeut assignee & priori. 

Nous pouvous, en verlu du tlieoreme precedent, construire une 
expression T d’ordre <(X+ 2)2^1 qui donne i’approximation 

P . = 

n* \ n ] m r 

Prenons pour in le plus grand entier cjui verifie la condition 

(X -1- ) d n <; rn ; 


nousaurons 


m < t- v, )(n -h i), <To ii ~ ' (X -+- 2 )aX-t-i , 

M 

p /*)(X - 4 - •>.)'*, 

ce qui prouvo lo theorome : on peul poser 

'M r ) '^(r)(X H- 2)'*y.^X +-U. 

I)'apros (’approximation de A ohlenue a la fm du nmnero prece¬ 
dent, (r) angmenle ires rapidemcut avec r. II serail utile de 
savoirsi oolle oroissanoc <le tient a la nature des cho.ses ou si 
die est imputable a Pimperfect ion du proeede d’approximation 
employe. IMais nous ne traitorous pas celle question. 


38 . Th6or6me IV. — Si. f(x) ad/net une derivce d'or dr e r 
con fin ne et de module de continuite co r (S), alors , quel que 
soil m entier positif, f(x) est susceptible d’une representation 
trigonometrique (Poi'dre ;' m avec une approximation 



oil ost une fo net ion de r sen l qui peut etre assignee a priori. 
Ce tliioremo so deduit du precedent, p;ir le raisonnement gene- 
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ralise de D. Jackson cjui pmnel de passer .la 1 Ik-oW-i 
rcme IV dans la llieorie. des series de Fourier. So. 
alicjuole de as. Nous savons d.dinir one f'unelion 
aux conditions (n° 21) 


H"" I 


Ainsi/esl la somme dc deux functions / * V ut 

s’appliquc le theorem e precedent, ct <|ui soul sns< 
representation d’ordre . m avee Ics appt oxinut mu 


Done/admel ('approximation ; 


proposer. en faisant o 


'* • ()u a 

m 


do (r ) < r i ; 


Ce throreme donne, comme cas partiruher, lc mu\; 

Tm';oui-:\i e ( 1 ). — SiJ\ x > admet une den\ e<* eunt 
qui satisfait, if une condition dc la/ne/ut .. d onl 
susceptible d'une representation tnponumetrn/u 
iwec une approximation 

* m t - A 

oil M est une eons (ante par rapport a m. 

Dn diet, on a, dans ct* ('as i M, const.mt , 

iiii o i \ 1 j # j *, 

On obtient done I'inr^alitr precedent*’ cn posaut 

W 'jo r »M | r 1 


( 1 ) Cf • I). Jackson, Dissertation inttugunttv. "mi / V I i i j 
ronsidere toutcfdis <jue la condition dr Lifm-hd/ «i «»i «hr ». 


CHAPITRE IV. 

THEOREmES RECIPROQUES. PROPRItTtS DIFFErENTIELLES 

QUE SUPPOSE UN ORDRE DONNE ©’APPROXIMATION. 


Dans les Chapitres precedents, nous nous sommes donne les 
proprietes differentieiles de f(x) et nous en avons deduit la pos¬ 
sibility d’un certain ordre d’approximation. Nous aliens main- 
lenant traiter le probleme inverse. Nous supposerons que la fonc- 
tion f(x) dc periode 2- est representable avec une approximation 
(Tim certain ordre et nous remonterons aux proprietes differen- 
tielles qui en resultent pour la fonction. 

Voici le theoreme fondamental : 

39. Theoreme I. — Designons par Q(x) une fonction de x 
non croissanle , au mo ins a parlir d' une valear suffisamment 
grande de ,r, et qui tend vers zero pour x = o o. Alors , si La 
fonction f(x) de periode 2- pent etre representee , quel que 
soit /*, par une expression trigonometrique d''ordre ^n avec 
une approximation 


ou r est an entier rail ou positif; et si Vintegrate a limite 
injinie 



existe , j\x) possede une derivee continue d' 1 ordre r et cetle 
derivee ad met le module de coiitinuite 



ou a et h sont des constantes convenables par rapport d 0 . 
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Dans le cas ou r = o, <o ( o ) first i:'nr In nm<!ulr , 
de f(x) lui-mcme. 

Sous lcs conditions <lu theorrmr, j(x > prut rt n 
unc seric depressions trigonometriquos n n 


/(.r) =*= //, - 1 //•> 


don I, le lenne u n (<[iii pent el re mil i est dd.nlrr 


H« : ■ ti n t i ! tt n 


salisfail a la eondilion 


Donnons-nous mi entire a * i ltd quo lit ,r * suit 
pour x >* a. II sufiil dr { irou% er quo la d< ; n \ rr d‘<»n 


exisle el admel, un module de cunt imt ilo m - u ■ qi 
inegalild do la forint' (:>,). Kn eflrt, il est Hair qm 
de j — (|ui son! do.s r\pivssiuns t numtiumu 
admellenl un module dr rontiuuite scnfi.tnt « <*t 
pourvu <jue U(.r) ne soil pas idrntiqurmrnt null**, < 
pose rvidemmenl. liaisons eo 11 e denumst rat mu. 

Posons 


H IS,i* Hi 


nous aurons 


Mais est une expression trigninum 1 1 iqur d\u dt r 
dont le module no mi rpasse pas les Imrites asm iht h 
Par consequent, U ctanl non croissant, 


Alors, <1 a pres le lliroreme rtmmi t n M «{0 < mu I otdn 
des denvees d’unc expression tngonumrii npir d’ 


am i i K i . 

fz, I •> —~ i 


* *t n 1 «» ti 


TH E 0UKMKS HK<J11>R0QUES. 

de Ja premiere de ces deux inegaliles qne Ton a 


co 



*:~2 


deliver esl continue, parce f[uc la sene derivee alosi 
»<• csl oniformdmen(, eonvergenle. Nous allons, en eflet, 
rr quo I on pool on lormcr mu; serie inajoranle convcrgente. 
sid(u ons los tenues a parin' de A' = ijl —j— i j nous avons 


i 

h (-M 1 


max. \f/p | 


[A-HI 


'ia r ! ' 1 


O &( <( k ) a 7 *- 1 ( a — u 


•> <( r '' 1 ^ iif a k ) 


( a k — a k -i) 


[/. H 1 


* ft r " f" d r 

(f -1 ,/{A X 


la serie majonmte eerile snr la premiere ligno 

lvergente. 

•uloiis maintenant l<‘ modulo, do o.ontincite de cello derivee. 
A.r un aecroissemenl de, ,r de modulo -< o el AR rt s, A©* les 
Yemenis correspondant s <l<‘s functions. Nous avons 


SH,fi := V Iff 

h 2 /, \l-\ 1 

diquons le theoreme des accroissements finis a la premiere 
\ Nous a \ o n s 

|l, 90 

<•> < o t <$ 'V' inn\. | cp/ ( r f n | -h 2 'V 1 max. ( o'/' |. 
h a (J.-hi 


s a\ons deja ohtenu pour la seeonde somme tine integrale 


56 


chaimtuk n. 


majoviiulc. liaisons 


* la memo <*lmsr pour ia prom 


max. | o '/'‘ 1 


ft r ‘ * l ^ i*' u 7. 


OfO ’’ I V 

- > Ut if • 

f/ l jmJ 


11 «f ‘ < 


■W/' ‘ 3 
tt I 


/ 


Snbstitnons (Ians la borne de Midi les tleu\ 
rant.es; il vionl 


^ > *> tt r 1 / ’ . 

(o(o). o — j ib 


,ir ‘ /' 

ti I ' ' 


a i , ; 

(jhoisissous lYnlirr ;<|ui \rrilir l<*> iou* 


l </!', d’mi u' 1 

0 


il vienl 


(0 ( o i 


•xa‘ * • 


$ j lit ,r > ti t j 


cc. qui <»sl r([ui\alcnl a la lormulr dr 1 tiinui »* 


i(). Tli6or&me II. • » St\ en pht* tics cmithtt 
precedent, on pent ttssigncr une rn/i\(itn/e t 
function ,r a U(I soil non dect'oi wn nte *t par, 
determiner a de j\ a tors f ' »,r » adnict le nu>d 


o» h j 


on h f est une constitute par rnppot t u %. 

11 faul dmnoutrer qtnl sul'lit dr « misn v« i lr * 
formula (:>,) rl , pour rrla, i j in* cc srctmd Iriim 
meat pelit par rapport au prrmu i. 1’ntu sY 
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verifier ([lie Ic quotient tie ces deux termes 



i. r nx 

- I il(x) dx 

* * a 


ne tend pas vers z^ro pour a: — oo. 

(]’(‘.st la consequence du theoreme do la moyenne. On en con- 
cliit, x a 12( x ) etanl non dceroissanl, 



r 


x*il(x) 


dx 


> 


1 *0-) 

a 


r 


I il (x ) dx 


i r nx dx 


(a x ') a il (a x ) (tt x l 1 " a ^ a il ( a x ) 


Done 12 (.r) etanl non croissant cl a > i, lc quotient de ces deux 
r a 

lermes esl -- 

a r i 

Nous eonsidererons ri’ahord une application parliculiere du 
lln'oreme precedent, qni fail apparailre sous une forme singulie- 
rement precise la dependanee reciproque qui cxislc enire lap- 
proximalion el les propriekPs <lilier<;xxliell<^s <ic la function. 


41. Th6or6me III. — Si f [x) a dm el une derives continue 
d'ordre r qr/i sat is fait d une condition de Lipschitz d' or d re a 
(o < a* ' i, li mites ex clues ), alors , (fuel que so it //, f(x) esl 
susceptible d 1 une represent a turn tn'ponometrique d’ ordre n , 
uvex urn* approximation 

P» •- nrTU (M const.,. 

Reciproquement^ s' ii cst /> os si die de satis fairs d celte. condi¬ 
tion (pud qtte so it n, f(x ) admet une derive e continue d' ordre. r 
satisjuisant d une condition de Lipschitz d'ordre a ( <). 


(*) M. Bernstein a sou lenient prouve que / verilie uuo onmlilion d’ordre < a. 
Sue la nieiltvurv. approximation (tea fauctions continues ( n° l'i). Nous avons 
emmee Ir UieoWune sous sa forme precise dans une conference faite & la stance 
dr la Socicte ninthematique suisse, teuue a Fribourg le fevricr iprS. ( L'Ensei- 
garment mat hematit/ue, 1. \\, i«>iH, p, ■>;;). 




No ns oonnaissons dcja It* throrrmo direr! ( n° l] 
(lemontror Ja reciproqur. On a, par li\f>othrs<\ q 



de sorlt (pie la fonclion <I<*s I hrnrrmrs prrred 


il{ ,r i 


M 

r * 


Les roudilions des (hrortmts I rt II simi udiliO* 

y*00 y 

L’inlt^ralr j ll(j') ~y rvislr rl x* ll ,r i rst r^,i\ 

drr.roissanL Donr, on \rrhi du throrrmr |u rrcdc 
dnnvde ronlinnr d : ordrc /\ «jiii adrnr! Ir mod ule dr 


Ul ( 0 I 



dr 
■ i - x 



rr (jui rsl nnc condition dr Idpsrhiu dYrdrr /. 

Lr iheorome procodon t suppose esseutirllnurut 
s<ts limiles o <‘{ i. \ res Iimites, la enn'espundattee 
|)i< On s rn aprrre\ ra da oh Its t hr* »re tors sun ii 

i‘2. Tli6ordme IV. .S' if rst pns\ihh\ t/tit 7 tfur sa 
senfer J (,r ) par urn* r.rp/'r%siun t n a<ainm*t rnpn 
<nr.c une approximation 

M 

‘ u //'thi*•//(» * 

Oil M et a so ii f <l(>s nitisfuntrs /msttnrs. J, r < ,i 

f/'or dr it i\ laquclio admrt /,■ ,},■ tt/ 



, ' <:s ties iIh-oiviih-s I ei || m„u 

Done, e» verm .lu theorem.- II./. , , ... 


THKOREMES RECIPROQUES. 

d’ordre /*, laqnelle ad met Ie module de continuite 


< 0 ( 0 



6 


’ dx _ h! 

-v( log.r) 1 i « “ a 


I 



<:c qui prouve l(i iheoreme. 

()u s assure laeilement qu a lout crilerium de (convergence 
ahsohui d<is integrales a limites inhnies, on pent fa ire correspondre 
mi iheoreme analogue aux precedents. On pent ainsi formuler un 
iheoreme eorrespondanl a ehaoun (his entenunis de (convergence 

O 

de Laueh y 7 hastes sur la consideration des functions suocessives : 


^ __.i _ i _ 

•r 1 1 a> .r( log.r )* 1 a ’ .r Iog.r( fog log.r p-i-a* 

[j(cs theoremes III el. l\ (corresj)ondent aux deux premiers 
Ucrmes. 


W. Les cas d'exceptionauth^or^me I. ~~ Le iheoreme I suppose 
la convergence de I’inlegrale 



Celle condition est esscnlicllc pour que Ton puisse affirmer 
[’existence el la oonlinuild (he la det;ivee d’ordre /*. IChypothese 
quo Ucnde vers zero pour :r oc no suflit pas. Nous allons le 

inoutror par un oxemple Ires earaeldrislique, dans le eas oil r = i . 

Soil, 12(,r) uue function continue de .r qui lend en ({('croissant 
vers zero quand .r lend vers Idnlini. Delinissons f{x) par la serie 
ahsohnmmt <ct unifonncineut eonvergenle 

12(n . 12(a) . Ll(n) . 

/(.r ) - sm./’ i * -■ mu i ...-I- ——— sin nor 

‘ i n' 1 


Los n premiers tenues dounent nine re presenl alion d’ordre n 
aver Tapproximalion 


* 




lit n ) 


i 



i 


K .. 


12 ( ft) 
n 


C/est la condition euv isagee dans le iheoreme I pour r = i. 
Nous allons montrer que la con tin uit<’> oit La non continuity de 



liil.VI I l 


ho 

la devirre f'(x) (lrpi‘/nlrnI r.ir/usn-rntriil </<■ l <• 

/ * * . ({.V 

O(.r) ^ 

Remanpions d'abord <|uo I existence uu la non o\ 
inlc^rale enlrainenl la convergence on la diverge 
positive 

0(1) <>{•>) il i n \ 

{l) V 1 // 


car, Q(.r) clanl deeroissaal, 
borncs 


r>) - 


f/.r 


colic sene csi rntit|ins( 


l)j i i 



tf.r 


Done, si fin legale existo, atiqtiel ens la scrie nunc 
uno derivee eonliune/ 7 ( x), qui s expedite par la m 

O { j ) Hi > t 

(a) f {,r) * - 1‘tts.r run » / . . 

v *' l 7 


pa roe (juc cello scrie csl uidformenient rntiu'i ia'iil 
Supposons mainlenant I'integrale udinie ct la 
genie. 

La derivee / 7 (,r) exisle, osl continue ct est don 
mule (a), said' pom* les valours ,r n » mml, 1 r: ?* 
resit? uniformeinenl coin ergente dans Ich intrrxall 
pas ees valours. (Vest la consequence dun lemme el 
Les soniincs parliollcs 

cos/> rnsi /* t im . . . 1 os/.* 


soul, alors bornees, ear (‘lies sont do module muual 



el, cola enlraine la com ergenee unifunuc do la seri 
les eoefli(‘ienls des eo.sinu.s unit on deeroiss.mt. 

Mais si x tend vers zero, J\x 1 au^mente did 
derivee csl discontinue. Notts al Ions, ni Hi ct, 
scrie (a) augmente indefiniment. A cot Hlet, s t »it 


enlier conlenu dans ~ Partageons la serie ( 2 ) en deux parties 




Q(X) 


COS A X. 


La premiere Lend manifesiemenl vers I'infini quand x tend 
vers zero, car tons les lermes sont posilifs et la serie V Hill est 

jamk X 

infinie. Mais je dis que la seconde partie reste fmie. Yppliquons 
de nouveau le lennne d’Ybel, cn nous ser\anl de la borne (3) que 
nous venons designer aux sommes parlielles de cosinus. La, 
seconde parlie esl de module moindre que 


i>(\ -f- 0 

X + [ 


9. 


e ix_ , 


Q 


JL\ 

•2.r / t: I e ix — i 


Quand x lend vers zero, le dernier facleur a pour limite l’unite et 
Texpression enliere lend vers zero avec le facteur Q Done 

la somme des deux parties de la serie (:>.) tend vers I’infini. 

Get exemple simple prouve combien est stride la condition 
d’exislencc de finlegralc a limite infinie formulee dans le theo¬ 
rem e I. 

Le m&me exemple prouve aussi (jiie ^exclusion du cas limite 
ol— r esl essenlielle dans IV; nonce du Llieoreme III. La condition 


M 

1 


(M const.) 


ifenlraine pas neccssairemcnl Tcxislenee d’une condition de Lip- 
seliitz d’ordre i pour la derivee d’ordre /•, on pour la fonclion 
elle-meme, si r = o (coinme dans fexemple precedent). On a, 

dans cct exemple, p„ <C , el cependant f{x) n’est pas lipscliit- 

zienne puisque sa derivee n’est f)as bornee. Toutefois, sous la 
condition p„ < I\1 : la derivee d’ordre r est continue et le 

llieoreme suivanl permel (fen evaluer le module de continuile. . 

ii. Th6or&me V. — S'i l est possible , quel que soit n, de repre¬ 
senter f(x) par une expression trigonomelrique d ordre 


fiHAPITRE IV- - TlrioritoW UKO.WU.Qms. 

avec une approximation 

n J^L ( M const.), 

P" ‘.- n r i 1 

«bn m r**b ... r 

admet le module de continuity 

w(3)iA8|l»R*l 

En ell'et, le lhdore.no I, oft il fa.U fain* 

l 

assigne a w(3) la borne 



h f'l | l"g 5] ! 11. 


ce qui revient (sauf la valour do h \ a In 

En parliculier, .si I’nn «, <•«>»»«»• dans 1 rumple du 

precedent, 


f\x) ail met le module de continuity 

<o( 3 t h 7 * 

mais on ne pent pas aflirmer IVxistrm-r do la ddm.V 



CHAPITRE V. 

APPROXIMATION PAR POLYNOMES ; 
REDUCTION A UNE APPROXIMATION TRIGONOMfiTRIQUE. 


45. Polynomes trigonomdtriques. Reduction des deux inodes 
d’approximation Pun a Pautre. — Comme nous le savons deja 
(n° 5), ^approximation par polynomes revient a une approxima¬ 
tion trigonometriquc. Tout interval I e (a, h) se ramene a l’inter- 
valle (— i, i) par une substitution. lineaire, il suffit done d’etu- 
dier Pa|)proximaLion par polynomes dans l’intervalle (— 1 7 -f-i)- 
C’esl ce quo nous aliens faire. 

Soit/tyr) une fonction continue dans eet inlervalle. La substi¬ 
tution 

x = cos ( 

transforme J\x) en /{cost) — cp(^), (pii esl une fonction paire et 
periodique do L 1 ^approximation trigonometrique de o(t) et celle 
de f ( x) par des polynomes soul deux, problemes completement 
equivalents, (bile Equivalence cst mise le plus simplemenl en 
evidence par Pomploi des polynomes trigonomelriques. 

L>e poly noma tri go n o matri.q lie de degra n esl defini par la 
formule 

P//(‘'r) — cos//, arc cos#. 

CeU<! formule definil. oUeoUvcmerU un polynome en x de 
degrd n, car on a 

(>nti -f- er nti (cos t 4- i sin t) n 4 - ( cos t — i sin t) n # 

cos nt = -——-— = ----- j 

a 

et, par la substitution 


cos t = x y 


d’ou 


t = arc cos a?, 
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i.l vient 


chapitre v. 


( X -4- sjX -— I ) W H- (x — \/X- — 

cos 71 arc cos^r = -—- 

2 

Comme les radicaux se detriiisent, celte expressk 
poljnome en x de degre n . 

II est immediat que la substitution x = cos t fai 
a tout poljnome approche de f(x) dans l’interva 
une expression trigonometrique approchee de /(< 
proque est egalement vraie. Supposons que nous 
pour /(cos t) une expression trigonometrique appro* 
ne contenant que des cosinus puisque f(cost) es 
a-dire que nous ayons, avec une certaine approxiim 

/(cos£) — a 0 4- cos 2 4- a 2 cos 21 4- a n c( 
nous aurons, avec la raeme approximation, 

fix') = <Xo4-aiPi(^r)4-a2p2( a ')~ 1 "* * *4- a n P n 


-46. Serie de polynomes trigonometriques. — No 

serie de polynomes trigonometriques de f(x) 1 
deduit de celle de Fourier de /(cos t) par la metho 
Le developpement de f(cost) = o(t) en serie de F( 
forme 

i a 0 4- a\ cos t 4™ cl- i cos 2 1 4-.. .4- a n . cos nt 4- 

ou Ton a 

2 /•* 

a n — *- / /(cos t) cos nt dt. 

71 Jo 

Le developpement de f(x) en serie de polynom 
triques dans Tintervalle (— i, -f- i/ sera 

^ a 0 4- «iPi(tf) 4- a 2 P 2 (^) 4-. . .4- a n l y n (x) 4 

ou a n , exprime en fonction'de x , sera 

a tl = - / fix) P n {x) 

71 J -1 v/i — ^* 2 


47. Bornes inferieures assignables a la meilleure 

nar nolvnnmfts. — Les den'* regies, rrne rmns avrm<s 
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consideration des series de Courier, et qui assignent ime borne 
inferieure a la meilleure approximation trigonometrique, sc tra- 
(luisenl on ro^Ios eorrespondantes relatives a la moillouro approxi¬ 
mation par polynomes dans Pinlervalle (-—i, hi). Voici d’abord 
l’enonee qui correspond a la premiere (n° 9, (>'*) : 

1 . La meilleure approxi mat ion (V une fonclion continue 
/ (x) par un polynomc de depre n dans V intarealle (— i, -|- i) 
nest pas inferieure d 



oit les (tftS'ont les co/isf(//iles de Fourier de /(cos/). 

LYmonee qui correspond a la seeondo regie, oYst-a-dire a eedle 
de Lebesgue (n° 17), sera lo snivanl : 

II. Si l<t somme de depre n des termes du developpcment 
de f(x) en serie de jmly names tripononuUrifjues dontie une 
approxi nut f ion p /n la tncilleure approximatiott de j\x) par un 
polynomc de depre n dans I'intei'caUe ( -i, | i> n est pas 

inferieure d 

A Ion// . | r 

on V et 15 sent deux nomh/'t f s assip/ies a priori. 

iH. Approximation obtenue par transformation de l’int^gralo de 
Fej6r g&ndralis^o (.r, n) { n" 31). Soil J\ x ) imr fond ion 
continue dans rintervallo ( i, ; n. Formons ('expression n) 

relative a f{ cos / ) ( n° 3t2). Cette expression est un polynomc 
<m cos t et olio represente j\ rns/) avee une approximation qui fait 
Pobjet du lh^oreme I du n“ 33. Par la substitution eos t • ./% 
1Y (7, n ) so Iransforme dans un polynomc en x fournissant, 
pour j\x ), la nub mi approximation. Soil, <•»( 3) lo mochdo do ron- 
tinuite de y'(.r), eelui do f( cost) no lui osl pas stqYrieur, ear cos t 
varie moins vile <pio t. I x theorem# 1 du n° 33 so transforms 
(lout; dans colui-ei : 

Phkoh emm 1. Si fix) ad met le module de continuity o> ( o) 
dans 1'interealte ( i. j i ), le polynomc approehe de 


\. i\ 



degre %n — transforme tie I*'.. </\ t > Joannt 
mation 



on A. est un nomhre *d ( 1 ). 

Snpposons ensuite <pie/u*)ail une drriver rmtti 
le module do eonlinuilr e>, ( o ). Proposing nous 
theorem e II du n° ,‘H. II faut. ;iu prralalde ealrtdrr 
continuile de 

I) f( t ) J • UOS / ( sin / 

Si Ton donue a t un aorroissrment h dr module 
menl de eelle ddrivde est, 

— f'\ ros/ ) A sin / shut ti < \,f , 

oil A est, la earaeteristicjue dr raeendssrmrn l d< 
Mais | A sin f | os l *./ 5 el [sim t \ h » rM i; don 
preeedenleel, par consequent, le module de* cnuluiui 
sent infer! ears a 

o ina\,|/*| t <*>! ? 

Snpposons qu’on ait f ! \ o ) <». On pent hmpun *• 

condition on retranehant an pn : al.dde de r . {<• 
premier de^rr *rf \o ), ee qui nr rhun^e pa> |e um< 
nuile de la d driver. Dans retie h\ pothrs**, «m , t , cuti 

|/'< .e * ( (Hj» t * 

et le module de contiunite de I )f \ msr s est mlVt tem 

i i > <*»} f *. % 

Le the ore me II du n" III conduit am-d an stm.ini 

Tukoukui-: II. - Soil J\ ./*) une fom loot don 
premiere ad met it* module de eon it n ut tr m , ed t 
valle (e-~ i, +i); on petit en tie ft in r tin p«d\ nm 


( 1 ) Jackson a drdni le (uvmu‘i ms jml\ mum* «1 mshs n»f |»i 

rnalion {Dissertation inuu^urttU\ s a t / \ , ,, { tl j- MJ ,. a 

rdme qudl introduit la fuurlinn wf^,, 
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d'ordre 2 n — 2(11 > i) dormant une approximation 



ou A est un nombre <5 ; 2. 

Pour aller plus loin, et formuler des theoremes concernant le 
cas ou la derive d’ordre r quelconque existe, ii convient de 
chercher d’abord une borne de |D r /(cos£)|. 

49. Borne de |D r /(cos^)|. — Le calcul de proche en proche 
met en evidence que 1’on a 

D'-/(co 5 0=2/ (i, (cosf.)^f, 

S= 1 

ou Pj est un polynome de degre 5 en sin£ et cos£, independant 
de /. Pour determiner P*, il est done permis de supposer / deve- 
loppable en serie de Taylor. Posons 

x = cos <£, f(x) = F(t), k = cos(£ h) — cos 2; 

il vient, par la form tile de Taylor, 

FP + h) = f(x + /:) = 2/ w (*) £• 

0 

D erivons r fois par rapport a A, puis posons h = 0 . En observant 
que k s’annule avec A, il reste 

FW( 0 = 2/'-'-> ( r ) ^[ D U- < ]/,=o; 

. 9—1 

d’oii, par comparaison avec la fonnule du debut, 

p.9= [d;^] /4=0 . 

Cherchons maintenant une borne superieure de | P,|. A cet effet, 
remarquo-ns qu’on a 

k = cos( t -h h) — cos t = cos£(cos/i ~i) — sin t sin//. 

Il s’ensuit que le ddveloppement de k suivant les puissances de A 



s’oblienl en mulliplianl les imiirs du drxdnpprm 
rcspeclivcmcnl par I’m) des quntre iadrurs ros 
modules ^ 1 , el qu’ou a, par consequent, memo pnti 

1 / | rW t. 

Faisons decrire a h line cimmirrence dr ravon 
l’origiue; nous aurons, pour U <>, par la lormi 
dassique dc Caudiy, le maximum etant pris mu* la < 

[ l>/iX s ' \h o< /’ 1 ma\.!/» * I rU r t 

Subsliluons ees majoranles dans la formulr dr dvr 
plus haul,; il vie.nl, 

/ 

I /( ( . (>s / )| ■ r ! V 1 / ‘ ../•<; ^, 1 - 

» I 

Inlroduisons des hypotheses plus parliru 1ores 
lion /O). Supposons que/’ r (a*) suit dr module 
el -|- i el qne les derivees des ordres uuumirr^ sun 
ainsi (pie y’(.r) pour .r o. Nous avuih, dans rr ras, 

!/<'•'(.r) | <M,, |y/• » , j-.l- 
el, par consequent, dans rintervalle t i , t 

iy ( '-’(^-)i • ■ m,., i/' "!..••! . . ./ .,. 

Subsliluant, de nouveau res majoranles, il Men! 

r 

|]V/(cos/)|-' M,V —- ), M, t, r - , 

1 jmJ r .V I ! 

A t 

Felle borne suppose que j\ t r i el ses / t pirno 
s anuulent pour .rmo, mais on petit loupmt s traits 
dilion eu relrauehaut d<* f i ,/*» itu pul \ u<one cn 
degre /■-- i, ee <jui ne change pas la demur d un 
consequent, la valeur de M r . Nous allons utili'cr w 
dans le numero suivanl. 


d(). Approximation par leg series do polynonttn 
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triques ( 1 ). — Fn verlu clu llieoreme III du Chapitre II [n° 18), 
on pent assignor a priori deux constantes A et B, telles que 
si cp (/ ) do periode admel une derivee d’ordre r de module < M,-, 
[’approximation fournie par la somme de Fourier d’ordre n quel- 
eonque de <p csl infericure a 

M 

( A loj; n H- B) • 

Si 1’on suppose f {r) [x) de module < M r , il exisle im llieoreme 
correspomlanl sur la representation de/(.r)en serie de polynomes 
tri^onometriques. Dans ce cas, (’approximation est la meme que 
eelle de /(oos= o (/) en s<5ri<‘ de Fourier; elle sera done donnee 
par la formule prdeedenle, oii il faul sculement remplacer M r par 
une borne superieure de | I)'’/(cos /)|. 

(jonsiderons une somme d’ordre n^r — 1 . Alors, pour calculer 
eetle borne, nous pouvons admetlre (pie f et ses derivees jusqu’a 
I’ordre r 1 s’annuienl pour x = o, aiupiel eas ('elle borne 
est M r K. ( j(da <^sl permis, paree que, si eelle eonclilion n'avaitpas 
lieu,' on la realiserail en relranchanl de f 1111 polynoine conve- 
nable P de do ore /* — 1 . Or /’«— P a muni! derivee d'ordre /• que/ 
et, d'aulre pari, le developpemenl. en serie de polynomes lri$»*o- 
nomelriques do/ s’obtienl en ajoutanl P a eelui de / — P. Done, 
pour im ordre n - /* - 1 , (’approximation de / est la meme que 
collude/ P. Nous obu mons ainsi le llieoreme suivanl : * 

TiiftoukMK III. • Sif(x) admel, dans /’/nteroalIn (— 1, + 0 , 
une derieee in te'pralde. et de module M r , la somme de deg re 
n t r 1 de !a serie de polynomes trigono/netra/ues de J(x) 
four/lit , dans eel intervalle , une approximation inferieure a 

(\ \og n ! B ) i\I r ^j j 

oil A et B sent les deux niemes nomhres que dans le theoreme 
rappele (n° 18). 

Cx llieoreme on fournit «n second eoneernanl le cas oil la 
derivee d'ordre r est (‘onlinue. Voiei ee llieoreme, que nous allons 
demontrer : 

(') CVst M. Bernstein qui a eiudir le premier eette question (Sur la meil- 
leure a pproxi mation des Jo notions continues, (.hap. VI). 


CHAPITRE V* 


Th^oreme IV. — Si f{sc) cidmet ,, duns Vintervcille (— 
une derwee d'ordre r dont, le module de continuite sc 
la somme de degre n>r de la sene de polynomes tri 
triques de f(x) fournit, dans cet intervalle , une app 
tion inferieure d ( f ) 

CO,.(I) 

(A log/i-H B)(e 7 ’4- <? r+1 ) -- —5 


ou A et B sont les memes nombres que ci-dessus. 

Soil o une partie aliquote de l’unite; inscrivons i 
gone y = 'b( K x) dans la courBe y =j ^ (.#), en pren 
sommets tous les points d’abscisses X o (X entier); noi 
com me dans la demonstration du tlieoreme V du Chi 
(n° 21), 

= I 'V'l < * 

Soit F une fonclion admettant i pour derivee d’ordr* 
avons 

I (/_ F )M I = I/>'•)_ (11 = to,.(o), IFO-4-1) | = | *' | = 2!^ 


Faisons la decomposition f= (/— F) + F et designom 
R' 2 , R'' les restes des series de/, /—F et F respectivem* 
avons, pour en vertu du theoreme precedent, 


ir;,is(aios»+ B)(iV»,(S). 
|R:lS(Al. s » + B)(l)“2^i>. 


Mais l\ n — R; 2 H- R". Ajoutons done les deux egalites pr< 

etfaisons S = nous trouvons la borne assignee a R™. 
n D 


51. Polynomes conduisant, dans le cas general, a une 
approximation. — Le tlieoreme III bis du Chapitre III ( 
transforme aussi par la substitution ^? = cos^; et, m 


(!) M. Bernstein enonce un theoreme qui rentre com me cas parti 
celui-ci. Toutefois, il n’etudie pas Ja maniere dont Tapproximation ( 
[Sur la meilleure approximation des fonctions continues (n° 59)]. 
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[’introduction d’un polynome .a ux ilia ire de degre < r (comme 
dans le cas precedent), on est conduit an theoreme suivant : 

Tnko it kvin V ('). -- On pa at defmir a priori une fone- 
lion l I r i (/*) de r seal qui jouit de la propriete suivante : quel 
(/tie soil, Veniier m . /*, tine /auction f(x) dont la derlvee 
tVordre r est integrable et de module dans V inter¬ 

nal le i, «)) P eut ( dre representee dans cel intervalle par 
un polynome de degre g in, cone enable in e n t choisi , avec une 
approximation 


Celle function M r , <tsl elfeeli vemcnl egale a e r, l>\ 7 on tp, est la fonc- 
tion delude dans le theoreme rappele (n° 37). 

Knlin nous pouvons enoncer un dernier iheoreme, cjui se deduil 
du precedent comme le theoreme IV de HI, an niunero precedent: 

Thkoukuk \ I. — Quel (/tie suit Veniier ///.>-/*, une fone- 
lion j\x), dont la dericee d'onlre r atlmel. le module de von- 
linuile to,. ( o ), pent elre re presentee dans V inter c aide (— i, ■+■ i) 
par un polynome eonvenuble d<> degre :' ni aoec une approxi¬ 
mation 

U) r (- 

? M'lVrH’'!'•,(/• I I)| .. 

m r 


oil M r t est la function de r seal dejinie dans le theoreme pre¬ 
cedent, 

En particutie/\ si f' r \x) satis/ait 'a une condition de 
Lipschitz d'ord re a, on pent assignee une cons tan te M par 
rapport a n, telle que Von ait, quelque soil n, 

. M 

I jft ■'* ft r * a * 


C) CVsL M, U. .Utrksmi qui a const ru it le premier des polynomes dormant 
une approximation d(* I'ordre indique it'd. (Vest lui aussi le premier qui a monlre 
(pie les eoeflirieuts analofturs h M 4 , nr dependent que de /* ( Dissertation inaugu- 
m/r>SaU IV a, p. ). Touteiois il n’a pas ^tendu cc dernier rdsultat la repre¬ 
sentation tri^onomet rique. Los rosultats de su 1 Lose out eLe precises dans un 
Menmire plus remit : Oh a ppvoxim <Ut on hy ti'i gone metric Sums cm cl poly no 
niials ( Trans, of the Amer. math. Society, iqri). 
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Dans l« cas plus purlin.licr nu 7 .. ihunrn, 

par M. Dunham Jackson ( 1 )• 

5!2. Le probifeme inverse. Da ipiuslmi d' - rum. 
dc I’approximalion par poh nonius ;ui\ pmprirl.- 
(It; la I'onolion so rainune an muinu prul.lcinr nnuri 
malion Ingonomulriquu, dime ati\ llu-i.ivmrs umun 
pi Ire prumlenl. Nous nu ruprundnms pus uultu <pi< 
el, nous nous horuuroiis a quulqous i'n.mn- <■ 
l/approximalion du ./1 ■>' 1 dans liiiini\.dl<- ■ i 
polyuome du du-ru . n usl la muinu <piu uullu dr , 
par unc expression I ri^onoiuelritpie d ordru n . < > 


,/ ./ 


Mil/ .// 


On un eouelul, < v >/, desipnant mi ]»d\ iiuiue t it du/ 


/('• (,r i 



MIl'V Jmmi * 

A 1 


I t >l}l t 


V 


t 


A in si lYxislenre et la mu! imitlr drn ilm\.rs d< 
valla ( • i, 4- i) eniraiurnl rrilrs drs i|rn\ or * dr J 

ordre, dans le mAmr inlrr\allr, s.ml an\ luuilrs 
adin<‘l un module de ronl i nuilr dr I sum d m> lutmr 
f») { D ) ' M fDl 'I 1 M . I" ’ , 


le module dc eontinuitr dr f ' < ,r » \ millet ,t unr tin 
forme dans (out iulrrvalle mtrnmtr i .ui M*im <1 \»o 
Smile la valour de la ronslautr M prut « li.umm . i ) 
(jue l.onI inlrrvallr (ini tu n h i sr lr.undui m«* on » 
substitution linraire, <| tt i a'altm r )*.m 1**% j*t tij.i tm 
11 resulte dr la (juries theoremes III i n‘ 11 t »■! \ 
jiilrr jirec.edeut entrainrnt les theormurs « m t r\jn»u 

"In koii k\i m NIL Si, d<tns un itih / tv//A * u, ) 
line drrivee run (in un d'and re r t/ut \<th\fttit tt 
de Ltpsdutz d'ortlm am 7 1 , tthn s. <j u 

J\x) peal ntrn (nn rerht du (firm run I / t * p 


(*) Dissertation inttui*tirult\ Sal/ 11. j», *» 


APPROXIMATION PAR POLYNOMES. r-3 

poly name de degrey n area une approximation 

M 

(M const.). 

lire/proquement, st /, on prut veri fier cetle condition , que! 
que soil n, aims f(x) ad met , dans tout intervalle interieur 
it (a, h), une drrivrr continue d’ordre r qui satisfait ii une 
Condi(ion dr Lipsrhitz d' ordrc a ( 1 ). 

Le (‘as 011 7 . - 1 <\sl, exelu el, fail exception. La reciprocity n’est 
plus complete. Dans ce cas, on pout e nonce r le tlicoreme suivant, : 

Tiieohkuk VIII. - *SV, </md que soil. //., J\x) peat dire reprd- 
srnte dans ! intervalle (a, It) pur an polynome d'ordre 
aver. an< > approximation * 

. M 

P« ■ - j t ~ (M consl -), 

(dot's /(/) possrdr , dans (oat itihervalle do tine interieur it (a, b ) 1 
une drrivrr d'ordre /*, qui ad met le module de continuite 

a>( 3 ) - // filing 3 | (// const.). 

La seeonde Dnrlie du theoreme VII (parlic reciproque) est 
due., en grande panic*, a M. Bernstein. Ce savant geometre a, 
(ui (diet, demontre, dans la memo hypolliose, I’exislence de loute 
condition de Lipseinlz d’ordre «... a (~). II a aussi signale Jes 
exceptions <| 11 i se produisent dans le (‘.as a = i (•**). M. Bernstein 
traito direelement, la representation par polynomes, niais la repre¬ 
sentation Irigonomelrique donne lieu a des llieoremes plus simples 
(it il est plus avantageux de* trailer eelle-ei pour eoniinenccr. (Test 
ee que nous avons lai(. 

( 1 ) M. P. Mould vient d'et a 1 >1 i r {Had. .S’or. math. 1919) un tlicoreme 

analogue, II rrmplnce sruleinrut. la propridc de verifier une condition dc Lipschilz 
(Tordre a par rrllr d'admrt tre des derivees gcncralisecs de JLiouville de tous les 
on I res <„ x. () 11 doit, par consequent, (‘n con cl lire qu 'une fauction qui veri/ie une 
condition de JJpsehitz d'ordre a ad met des derivees de tout ordre < a. Ge theo- 
I’cmc a de t t num , ( ; rdv mment par M. Hermann VN'cyl ( Vierteljahrschrift de 
Zurich , 1917). Jc dois cc dernier rensdgnemenl & une Communication obligeante 
<le M. Mound, 

(M Sur ('ordre de la met lie tar approximation des fonctions continues 
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53 . Polynome de Lagraugo. < sut ‘l 1111 
degrb rsl, romplrtrmrnl d.'-lrnuia.- par b- v.' 
arbitrages, qa’il prrnd rn n ! t [a.iats duna.- a, 
Nous siippoK(!rons grnrralrmriil <pir «•••■> v.tlrar- s 
par inie I’onrlioa donnrr j . Vlor-* b' |"‘l' 
degre /- /t, <|»< proud les niriurs \ali'Ui'"- <1'"' J 1 1 
doiuies, s'expriimt par aar I'onntilr rl.iNM.jur . ..a 
do for mu If df /Ai^rau^f. (’..'tie b.nnulo ..I la m 


mi S (;/-■) csl ltt ptdynotne dr dcgiv » t t 

JS(.r) t.r /„i! ,r jf i , . , » t >* *• 

Lexaclilude do cotle lormule se \<*nUr tmmn 
lire les eonse<|uenees suiuuitr*, ipti mats sriMiil 

1° Si uu polynome variable de dr^rr esi 
poiiHs dounrs (done// Jnrtion nil est Utnu* da 
ions ses coefficients sunt homes. 

!A° On polynome variable de dr^rv n <|tu | 
inlinimenl petit.es en n f i points a t«n 

in liniment, pel its. 

d° Deux polyaomes variables tie dr^te n ? 
valours inlinimenl voisiaes ru n i i points d 
coefficients de mdme ran*; inlinimenl \main el 
ees poly names soul inlinimenl \oisius. 



POLYNOME D APPROXIMATION MINIMUM. 

54. Approximation minimum dans un intervalle. — Soient/(#) 
une fonclion continue dans un intervalle {a, b) et 

P (x) — a d -+- a { x a n x tl 

un polynome de degre n a coefficient reels. Considerons ce poly- 
no me, suppose donne, conmie une expression approchee de f(x) 
dans (a, b). La difference, positive ou negative, 

P (^)“ /(a?), 

est Vecart au points. Le maximum de Ja valeur absolue de l’ecart 
dans rintervalie («, b) est Vapproximation fournie par P dans 
cel intervalle. 

Considerons mainlenant l’ensemble de tons les polynomes de 
degre <//. Ghacun d’eux represente f(x) dans Pintervalle ( a , b) 
avec une approximation qui lui correspond, p ; . La borne infe- 
rieure de p' pour cet ensemble est un nombrc positif ou nul. Cette 
borne est Vapproximation minimum ou la meilleure approxi¬ 
mation d’ordre n. Nous la designerons par p. Nous allons prouver 
qu’il existe un polynome de degre 1 et un seal qui fournit cette 
ap[)roximation p : e’est le polynome (Vapproximation minimum 
dans (a, b) pour Vovdre n. 

oo. Existence du polynome d’approximation minimum (*). — 

II existe un polynome P(x) de degre yn qui realise Vapproxi- 
mation minimum p. 

Par definition de p, on pent assignor une suite de polynomes \\, 
I\ >5 . l ) / 0 .. . de degre l.els que les approximations corres- 

pondantos p',, p' a , p'/,, ••• Umclftnl vers p. Dans ce cas, la 

suite P|, l*^, ... loud uniformement vers/(x) dans (a, b). Done 
ces polynomes soul, homos dans (et, b) (quel ijue soit leur indice) 
et, par consequent, tons lours ooollicicnts sonl, homes aussi et de 
module inferieur a un nomhre fixe M (5d). Done de la suite 
inlinie l* t , l*-j, ..., on pent exl.rairc une suite P', Pj, •••, infime 


TunKnYCMEKF, qui a inlroduit reltc notion, a ad mis sans demonstration , 
IVxistcncc du polynome ^approximation minimum. Ccllc-ci a 6 t 6 demontrec 
par M. E. Bgrkl [ Lee on a stir /vs foncl ions de variables reel les, 190.5. Voir aussi 
Iuuscurkroer, Uebvr Tchebydiejf Annaherungsmethode (Inaugural-Disser¬ 
tation, Gottingen, 1902 )|. 
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aussi, telle quo le cM'I'licii'iiI <l<-■ mt unr limit. 
|V ...on |)oul. (‘Xlriiin* mm suite I’,. I’r, . . , Ifl 

ciciil. do 1 ait. .. limit' 1 , aiit". 'In suite. 

former.! unc suit'' <lr |><'l\Homes omhiI mm Imi 
name I* realise I’approximalion minimum ; . \<m- 

dans le immem snivanl.que |hi1\u< .. m 

connaili'C Ins nronrietes les |> 11 >" ear.teirHsiique-,. 


a(i. Proprieties du polyiiome d’apprnximatiou i 

intervalle (if, />)■ • s > lr f '" 1 .>*’ ,1, 
tVappnnvimalion minimum tilin'- 1 m/rmiHr 
nasi!pn (’/' n 1 '*■ /nun/s tit* I /nffi \ till- it, i' . 
atU'int si’s ni/i'lirs r.rlrrtiii's '■ w/ pjm\i > \ 
tutnco do fit's (l an put n( an sut\ anf 

(Honsidorons 1 rrart n axtal dr 

o t ./* t / * ./■ • r ‘ 


(amunr il rsl. fourlion rnntinur dr ,i\ <*n prt 
vallr ( a , h) rn inlrnallrs musrrnl ih ussr/ prt 
s’amude (Ians a ur u n drs i n I rr\ a I lr s «»u i \ utfr 
valours rxlrrmr^ ' 7 . Soil 


la s u 11 < ‘ dr res m Irn a 11 1 * s on y t,/’ ■ allrmf I mi 
(‘xlrnix's, rl soil 

i ■ •» * • 

la suilr drs unilrs du sipir dr p t - dan* « ltn« m 
rrtnr ruonrr rrvirnI a dirr <ptr rrllc dci jiair ' 
moins n |-i \ arial ions dr si 410 ^, Jr \ h - pnon 
avail moins, V ur srrait pas d'appt »»umn!i»ui turn 
Si Urns los termrs dr la suilr rlao'Ul dr nirinr 
<Irail sa bornr f ooti ' a\rr lr innur $rnr |»*t 
d’ajoulrr a I* unr ronstantr irrs j m* 111 * 0 dr < r 1 
amrliorrr (’approximation. 

Supposons dour qur la suilr ,. { . . . » » *»nliri 


( 1 ) K. I loll Kf., Jj'iyna sttr les /mu fern \ tit' * .*> * >miV \ t*ri 


POLVNOME d’APPROXIMATION MINIMUM. 


de deux lermes eonseeulifs de signes eontraires. Soit s/, s,- +l Pun 
quelconque dc ces groupes. Les deux intervalles correspondants 3* 
8/ + , ne sonl pas contigus («p ne s’annulant dans aucun des‘deux). 
Nous pouvons done assignor un point q intermediate entre 3, 
el 3 /+1 , limiles exelues. Soil, 

c S r, 

;ii • ••? qk 

la suite des points £ ainsi clioisis et correspondant aux Ic groupes 
eonseeutifs. Fonnons le polynome de degre > a : 

^(,r) == £i (^i — a ?)($ 2 — x) .. . (g/— jr), 

oil s, designe, com me preeedemmenl, I'unite du signe decs dans 3 { . 
Co polynome aura le signe de cp dans cliaeun des intervalles 3,, 
3o, ••• et ne s’y annulera pas. Ceei fa.it, soit s mi nombre positif, 
je dis que le polynome de degre < /?, 

P+4: 

fournira dans (<7., h) une approximation < p, pourvu que s soit 
suHisamment petit. 

Ln diet, soil p ; < p la borne de ]cp| dans les intervalles autres 
ipie 3,, So, . o m . On obliendra le resullat demande, en pre- 
nant s assez petit pour que |s:'l/ 1 soit ^ dans (a, h). La 

\aleur absolue de Peeart du a P H- £ f ]q a savoir 

|/— L ~ <4| — | © — 41: 

sera elfeetivement p dans les intervalles 3 M 3 2 , ... oit cp ct A 
sent de memo signe; elle le sera encore dans les autres, ear on 
aura, dans ceux-oi, 

|cp -- e*V| | cp| i • | 4| •< o '-h (p — p') • " p. 

Le polynome (T approximat ion minimum est unique. 

Kn diet, soient P el Q deux polynomes de degres ^/i, fournis- 
sant 1’approximation minimum p. Le polynome, de degr£ < /?, 

‘I 

fo urn it une approximation <p, car on a 

/ — K ~ (/ — P) ~ (/ — Q) ^ 
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Done R csl uu nouveau polvnnme d'approxiin 
el |y — K| alleinl p m n ■(-a points, eu \ertu d 
n ? est possible que si, en res points, / V d / 
simullaneuienl el avee le mrmr si|;nr letirs \aleiir^ 
Alors F (it. (>, pnuianl la fiioiir \aleur rn n | 
idenliques. 

3° Jm propvirtr i° ettructrnse !c p*d\ n*aur P 
tio/i minimum . En rj/rt, sott O tut p<d\ moor <1 
V fearl f — Q attrint son maxim mu ahsidtt d a 
dc sigties rn n -4- a /nun(s consenthis dr i mt* 
alors p f = p o/., rn vert a. dr •**’, O rst iden tu/tte a 

Si p' elail p, Ie polvnotur dr de^re n 

P .. O ,/* u» . / V 

aurail le si^ne (le /— () au\ points <m ret rrart 
change rail, done n |~ •>. fois do sijjue of ,itu ,nt n 
moins, ee qni est impossible. 

ii7. Borne inf6rieuro da Fapproxiiuation mininu 
an polynomr dr drgrf n; si f ( ) rs( dr 
rn n- f-a points conseeutijs dr I'inferroU*' t o, l 
char.an dr ers points unr colour olisr/ur , , ti 
En <Eautrrs trnnrs , d rst unr home in f* i trot r 
mat ion minimum ( 1 u 

La demonstration rst identique a retie qiPon \ tot 
la proposition 3“ qni preredr. 

II y a lieu d’observer quo si IVeart / i > pn 
allernes en n p m points ronsrouhi's do Fiutm \ ,dl 
proxiinalion minimum 'sera mirnurdi.m r mli r 
valour absolue dc? I eearl sue ret euseinbb 4 «I«* punt 
uunion fournie par O dans i a % /*) tout rutin , 

*>8. Approximation minimum (Fordre a hut ui 
n \ <> points (-). - - II rs{ utile, pimr p««■« »••«•* !«•«. 

( ) (<• DK r* A \ AU,t\ K I ‘oOssl S, Sat’ /m pul \ >tut > «/ $ ip/* 
representation approchre d'un ancle t Hull. Ur i I, /,%, t 0 
des Sciences, n° Pi, i«)iu. Tln'iunm* tr t U ;, 

( a ) F. an la Vallkk Pcwssin, Memmn* «tf« 


FOLYNOME ©’APPROXIMATION MINIMUM* 

poly no me ^approximation d’ordre n dans un intervals, de definir 
cl <1 etudier le polynome d’approximalion dans un ensemble 
de /i + 2 points de eel inlervalle. 

Considerons clone un ensemble E dc /?.-+- 2 points de Finter- 
valle (a, b) 

(^ J ^ * J?() ■->. J 1 \ • • • 5 -'C &/t-h l 

cl line function /(■&') qui prend des vale 11 rs determinees en 
chacuii de ces points. Je vais montrer que, parmi les polynomes 
d ordre <^//, il cn esc un qui clonne la meilleure approximation 
de/(a?) pour 1 ensemble des points de E. Ce polynome est, pour 
I’ordre />, le polynome (Fapproximalion dcf(x) sur l’ensemble E, 
el je vais encore monlrer que ce polynome est unique. 

Par definition, ce polynome P(^) est celui qui mini me le plus 
^rancl des ccarts absolus 

|/(^/) — I > (a?/)I (1=0, 1). 

Nous allons monlrer qu’il se determine par des calculs pnre- 
mcnl al^ebriques. 

Pmposons-nous d’abord dc determiner un polynome 
() = a {) H- a { x -4- cu .r 2 •+- . . . -h a n x n , 

de de<>Te . ■ //,, et Fapproximalion correspondantc p', par la condi¬ 
tion <pie Ics ccarts aux points de E soienl enlre cux dans un rap- 
port as si grid, a savoir celui des nombres 

" 0 , —■ u l9 ztit /} . h 1 , 

ct soient., de plus, du me me signe que ces nombres. 

Nous supposons quo <v (M sont des nombres positifs ou 

nega til's de module < i, mais Fun an mo ins de module 1 . Nous 
avons place des si^nes allemds devant ces nombres pour la com- 
modile des calculs ullerieurs. Si done a f est Fapproximation 
oblcnue avee () sur E, les ccarts aux points cons^cutifs de E sont 

"■Op', — "l • ••, ± ^4-1 p'. 

Dans ce cas, p' et les n 1 coefficients a de Q sont determines 
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SO 

par lc syslcmc (lc n + a <'(|iiiilions lin< ; ;m-cs 


./o== 1' K o? 
/>==- - "Ip 

/ -i O,, 

' i it a i 

\ rj.r,, 

: fh't'l 



J n\ 1 = :11 11 1 

Ip 1 

! 0 |.r„ , 1 


il n r n 

ayanl pour determinant 

1 n,» 1 

a\, i 



I) 

"t ! 

1 «•> 1 

. 1 , J'l 
a',, r! 



Designons par A (n - 

- ' 

. 

Irs mmiMl 


rlemcnls <le la pmnim: column 1 . (a* Mint dcs <|«* 
Vandermonde tons positifs, ear on a 


A () ( x, t ( t »{./•„,{ v u t ‘ . '• *’i 

A i “*■ ( j'/t i i >t'?i 11 •{'?!» i 1 % j ' • ' *'' r >* 


el, Unites (‘os dill'erniees soul positi w*s. II v imt uinsi 
I)r". n u A„ . //1 A, ... I //,., , \.. , 5. 
IU'Solvons mainUmant ie s\ shorn* par rappui 1 a */; 
. . , fu A (i ,/1 \ j » . . ‘ ( •. ! V - j 

( 1 ) ? ' , 4 

//u A,i < tt ( A j , , , tt .. j V n * 

Ij e sysleme admei une solution lorn drtm mimr, 
!<‘S u serairnl elioisis dr manirrr a amntlrr (). ( au i 
nemrnl pas lieu si Irs u soul dr mrmr sj*;nr. 

Si l<i nmneraleur do IVxptTsMon dr a *-,t mil, rl 
imlcnl pas I) (dour sdls soul dr rmuir stum* <, a 


Lr polynome Q rrprrsenlr rxartrmrn! / dans ! 
rapproximaiion est nullr rt () sc nmCnnil awr |r p« 
proximal,ion minimum, hi aulrr pohtumir dr «h *41 
nreessairemenl sur K <1 t*s rrarts lies par la trlatiuti 1) 
Supposous mainlrnanl que Ir muimrutrur nr * 
L expression ( 1 ) de V monirr <jo*uu minimi 9 * ’ r 
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tons les a de memo signe (done celui da numerateur) el en leap 
donnanl la valeur absolue maximum i. Done l’approximation 
minimum sur E cst donnee par la formule 

(2) 0 — 1 ^°./o — At /i .rh A , n + l f n+l | 

k A 0 + A 1 + ...+ A/^i 

A.lors le polynome d’approximalion sur E est enti&rement 
determine, car on commit ses valours aux 2 / 1-\-2 points de E. 
D’apres le ealcul <jni precede, ee polynome est entierement carac- 
terise par la propriety de fournir dcs ecarts egaux el de signes 
conlraircs on deux points eonseeulifs de E. 

Nous avons alnsi oblcnu le iheoreme suivant : 

II exists uu poly name V d'ordre d n et un seal qai est 
dd approximation minimum sur E. Ce polynome four nit des 
ecarts de me/ne valeur absolue et de signes contraires en deux 
points consecutifs de K et ceJte propriety le caracteri.se. II n\v 
a <C exception que si la representation est exacte et rapproxi¬ 
mation nulle . 


o ( d. Th6or6me. - Si J\x) a da net dans Id in tervalle (a, b ) une 
derive# {n \-\) ihnc continue et de module < M et que sa 
tneilbutre approximation sur Id ensemble E () forme de n 
points .r 0 , de eel intervalle soil p () , alors le plus 

petit eeart 0 de deux points de E 0 su.ti.sfa it a la condition 

>s v (/i -1 -1)! 2 Pi) 

. 0 " ' (b — a) n M * 


Translbrmons I’expressiou ( 2 ) do p 0 . Soient tit le prod nil de 
loutes les distances de deux points do K, nr* eeltii des seules dis¬ 
tances de Xk aux autres points. On a 


d’ou 


A/,. =.- TTT : TIT,;-, 


ft .rp ) f (Xi) ^ /(^1-n) 

TTT^> TIT 1 __ \ l 

TTT0 TTT 1 TTT// 4- j 


Supposons ,x‘ 0 <C X{ -<] x>> .... L’approximation de f(x) est la 
inline (pic (mile de <>)• Snbsliluons eette fonotion 
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4 fix) dans la formule pniceden.e o. supprnnon 
du denominaleur, on <p» au^monlo lo <l ,l ' ,llr " 


tonne 


?o<. 


/(.r, ) • j\ 

TTTi 


J\ 1* /1 a\, tj 

M,. , I 

I, - I- ‘ 

nr, tit.. 


m , j 


Soil E,(*„ ar„ •••, nl, "‘" u ru ‘ 

premier [)()inl (Jo Iv Ibsipnms par n r r< V < 

dnils do distances do deux points do K, ot posnns 


f\ ,r ) /■ ./•„ < 


E11 observant, quo .r/- - r 0 ost <lo n.oino «*| 

loar Ics indices /, la I'tmnulo proooilouto pout s rmn 


pll • ■ 


/,1.0,1 
m, 

1 

J\> 'inf 

t 

t 


i.r, 

•Op 

1 rrf 

1 ./■«,, 1 '.. • 


( b ~ 

1 

! 

■ a 1 

/||.0|l 

m i 

t 

,/r ' '1 1 

1 

f 





M /* « 

simplomenl, 

on 

dosi^naut 

par p, la nn 


ination d’ordro n — i <lo J\ sur l'. t . 

f * 11 ( t* tt\' 


II y a la mi proeodo <lo mtuot ion <pi on pot 
Posous, en on ora I, 

//, J * a-» fi t’ ' , s 

a* i k j 


^) 


ot soil p/f la meillouro approximation «I %»r* 1 1 *« * /# /« 

Pensemblo Ka(^Ai ...r« 1t o noux ,i\iUh, | 

a, . • M 


-A'- (/* 
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lei o a cst la meilleurc approximation d’ordre o de f n sur l 5 en¬ 
semble de deux points seulement Fj n (x n) x fl+l )- nous avons done 
immediate men l 

?n ” ” \fn (Xn-hl ) — fn[x n )\. 

Soil, en general, M.;’ 1(5 module maximum de f)'p sur (a, b ); nous 
avons 

P n ‘"C ~ ( X 1 X„ ) M n 

el, par consequent, 

?o • (x„ ,, — :r Jt ) ~(b — a)" M} r 

Evaluons main tenant M£. Nous avons 


/. , , \ JX/ t - , ) -- fh—\ (Xk i) f' { F t 

jlc (V -|- ^*/. -I ) — —--- : - = / J k- 1 ( X] c —i - 

a *'l) 

fP ( % H- Xk i ) = f fk-i * (-+- // or) W' da. 

, M) 

Nous ( 5 ii roneluons, par Ic. l.lieoretm; de la moyenne, 

Mi. < Mr.', «/*« —irr Mj£i; 

puis, (1(5 proobe en proehe, 

Mi 


■ax) du 7 


i\i 2 |\i:i 

lVI n i ^ ’ l iLJL 


m;;-' * 


M 


(n -h i ) I 

Kinalement, si nous portons (i(5tte demiere valour dans lu-borne 
assignee a p 0 , nous obtenons 

, (b — a) n M 

? ( r 

Dans ( 5(5 ealeul, nous avons fail, la induction des ensembles li 0 ? 
E,, , ... < 5 u supprimaut ebaque fois le point extreme sur la 

gauche. Nous pourrions tout aussi bien supprimer le point 
extreme sur la droil.e et memo tan Lot cclui de gauche, l.antot celui 
do droiie. Si la suppression porte d’abord c fois sur la gauche, 
ensuile /*-—/fois sur la droil.e, nous obliendrons, quel que soil 
rindic<5 /, 

(/;— a)«M 
P°< (*7+1 — */) t){n „ Wi)1 5 

ce qui revient au theoreme enonce. 
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60. Corollaire. - Sif(r ) ost rontinuo dunsl'm, 
si, d'aulre purl, pour i'ordro 11, p rst In rnoillou, 
lion do /(./■•) *«/• /'onsonddo K./ormr do n ■ '> ,>< 
on pout on ronr/uro uno homo mjonouro do l 
points de E, pouirit quo p suit ■ "• 

Ea oltel, soil s un iimnhiv posilif dmmc - 1 . N' 

st.ru irr 1111 polynomr O tr! ([u'on ait. Mtr tout t ", h 

1/ ‘.'I 

La mcillcuru approximation d’ordrr n dr O -ur I’, 

5 .' 'll 1 

Alors, mi vorl u du llirorrmr prdrrdrnl. If |du- ] 
deux points de K <‘st suprrirur a 

•>! // II ' 

1 fr tt i" M 

OU M V.S( Ir moduli 1 maximum dr O " * 1 . 

(> |. Tlieor&me. Snivnt j\x\ una fnnrttnn < 
(V/,, //>), K (t/i rns(*nihia <l<' n ' ** points *!*' IP it 
(Ir. tt'i'V n <jiti donnt* la metIh'tt11' ttppi'n.i t ant tin/> 
(tppro.iinialion . . I (oat manhrr post ftf thatn< /, t 
non) bn* posit if z f/tti jottit dr fa pi'ttpi trfr \at 
polynonn* O dr drs*rr n t/onnr sav 1 '. unr ttppn 

. ;/ i I * 

on ((lira , tin ns f 'intcmtUr w/, h i, 

M 1 *»i v 

Si o o, on a aussi p' o ; dour P rt < >* rnincid 
idenliques. 

Supposous p dill’rrrnt dr o. Notts pittoub dost 
de O aux. poiuls suerrssifs dr K par 

! Ni p\ ‘ //, /, . . . * 

ou le si^ne, ainl>i$»u rst rrlut tlr IVrart dr P. Nubst 
lours valours (i ) el (u) dans la roitdition f • 
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dev ie at 


Ao -H Ai -f~.. . -+- A //4 _! u tl +i 


d\>u 


Ao-f Aj-h.. .+A z/.f 


A 0 (t — u 0 ) -H A ! f i — Uy) 4-. . . ' Y~7^ ( A o -4- A.] H-. . . ); 


cl, par consequent, quel que soil k, 


i — u k 


£ A o -4- A j -4-... 

f n- s A/; 


On pent, cn p reliant s suHisammcnl petit, rend re w* (qui est^ i) 
aussi voisin qu’on vein de i, done rendre Pecan cle Q an point x h 
aussi voisin qu’on vent de celui de P. Ainsi Q ]>eut etre rendu 
aussi voisin ([u’on vein de P sur E, done sur (a, b), ct Q peut etre 
astreint a verifier Pine^alite |P — ( ) | <; vp 

Ilema/'i/ue. — On peut appliquer le theoreme precedent quand 
Peosembld E varie (Pune certain© maniere dans (a, b). Le 
nombre £ (qui depeud de V) peut alors dependre du choix des 
points de K. Mais on pourra le prendre independant de E, si 
Pecan de deux poinls de E no pent [>as lendre vers zero. En eflet, 
A,, Am, . .. ne tendent pas vers zero non plus, i — uj { tend unifor- 
luemcnt vers zero avee s et Q tend unilormemenl vers P sur E et, 
par consequent, aussi sur(<7,, b). Cette condition sera ccrtainement 
remplie, eu vertu du corollaire precedent, si Pon sait que o 1 'este 
superieur a uu nombre positif assign© quand E varie. 


012. Theorem©. - Si un polynonu* () de deg re 7 n four nit 
sur E(;r ( ), x ,, ..., x nJ( ,) des eeart ,v de signes after ties , do at les 
{'(dears abso/ues (non toutes e gales) sont 

r o, i'i , ..., /Vhi 

la meilleure approximation sur E est comprise entre la plus 
petite et la plus grande de res raleurs ah so lues, Unifies exclues . 

La meillouro approximation de la fonetion f est la meme que 
c(dle de f‘ —Q, a savoir 

__ Aj r 0 Aj /•] . . . H- A/m-i /’n-ht 

^ Ay -4“ A j * 4 -.. . *4- A/i.+.i 
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03 . Meilleure approximation d’ordro // mv iin on 
de u -h 2 points. - • La nau licitt'e a pproxt nm 11 <ai 
an ensemble Jini V de p/ns de ft ? *> points, rs 
ensemble de n | ■ points de V\ clou sis de man 
meilleure approximation sotf la plus p ran tie pns 

SoieiH L un ensemble dr // ! *> points, ,r { , . . 
parlie do V el salisfaisanl a retie rendition ; P lr pop 
la meilleure approximalion, mu' K. dr dts qur V < 
approximation o snr K. 

En cflel, dans Ir eas eontrairr, il existrrait au m< 
do K oti IVearl [■ I ) srrait dr module t *. Si 
deux points eonsreutils de K, ,r„ rl ,r t pur exenij 
me me si^ne qu’au poiul Sp suit ru soil ru .r, 
oil X \. Mors, ru veil u du then run* prreedrnt, 

approximal,ion sur (\r 0 , q, x^ . r lt , , » rst plus 

eontrairemenl a l’hypot liesr. 

Si q esl exlerieur a Eiulenalle pr t >, , , u par r 
on considrrera Pun drs deux ensembles dr n • •* p 

(;> .. i * • ;> ''.o > ■ *> 

solon quo /— P prend lr memr signe oti drs si^ue> 
el, en x {) . On sera eonduit, a la mrme ronrlusioii. 


(ji. Tli6or&m©. - La meilleure appmj tntatiu/i 
la function conti ntte J\x) dan s un tntei t a He > ,/ v 
un ensendde de // ■ p a points de vet inter * alb\ r 
mere que cette met! leu re appro dotation s*n f lu 
possible. 

La meilleure approximation sur tin rnsrnddr 
bj f .r„, »r}, . . ,, /%,, j 

de n -H a points de (a, b) esl dnnnrr par la inrmub 
Cel le-ei met en evidence que esl imr Umvlum e. 
•O : * * * t dans l a, h i. Cette lour t ton ad me f done 
(ii Latte ini pour un ensemble determine K mnten 
Alois on moutro, par un raisonnemeut tdrstl ujiir 


i precedenl.e, quo p csl ;uissi Papproximalion mini- 

Jiinsi demonlce P<*xisl.oimt; <1 ti polynome d’approxi- 
mm el, relrouvc scs propriet.es essenliellcs par unc 
erenle do cc\\c ul.ilisee an debut, du chapil.ro (n os 5a 


me. • - Soit f[x) u ne fonction continue dans ( a , b) 
unc do dei>rc n (jut cn donnc la mail lean* aj/pro- 
I tout no/nbrc posit if correspond an /torn bra 
jouit dc la j/ropridtc suicante : Si an polynome Q 
donnc sur (✓/, h) tine approximation 

p' (i l-s)p, 
fs l 'in terra Hr (a, b), 

z est la meilleure approximation sur nn certain 
hi ‘xn *(-y> points <it die <tsl fournie par l\ Or O 
(approximation p f . (!r lb core me rovient. <lonc a 
I. 

appro clx 6 du polynome d’approximation minimum. — 
ui fonolion continue dans uu int.ervallc (<7, b). II 
rmincr, aver uno approximat ion donneo vp ht poly- 
c n (jui on donno la mei lloure approximation p. 11 
a precede qui ait. un carnet ere pratique. pour resoudre 
Mil is amis a I Ions moutrer (pio thdorit/uement sa solu- 
Pun uoiiilitv fini d’operat ions, (pPon pout delimiter 

>sons que/( ,r) n'est pus un polynome de dei;re //. 
unmeneons par determiner um* borne infdrioure, p (n 
re approximation dans [a, b >. Nous utiliserons a cot 
> regies donnees preredemment. 

dynmne inronnu do de«»rc n <pii fournit la meilleure 
n o dans u/, b). ( Post aussi oelui d'approximatiou 
air un certain ensemble I 4 ’, in" b i) do n • •>. points 

incnnuu.s. la* tlinuvmi 1 du n° (>0 nous permet. do 
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determiner one borne inferieure o de IVeart de dnr 
Cette borne lixee, nous pouvons, sans roimaihv 
d’apres la re marque du n° (>I, fa ire eorrespotidre 
mi nombre s (el que, si mi j)o 1 \ nonie < ) doom* sur I*', 
mation <;(i~f-s)p, on ail |1* < v >|* 

So it M le module maximum dry dans < a, i> >. | \irt 
<‘ii /? parties drains. La formub* de. La^ran^e permrt 
modulo de continuile unifonne a un j it»I % notue < b do 
le module ne surpass<‘ pas M sur I ensemble des n 
subdivision. Nous pouvons done, on prennni Lent in* 
divisor (<7, Z>) en \n paii i(‘s as so/, pel it es pour que 
de /-— O soil, '< sp 0 dans rharune d Ylles. 

Ay a lit divise ( a, b) on X it parlies sal isfaisnut a ert 
desiginms par K r<msmnbl(‘ d<*s points de subdi\ Linn 
jins) et soil. O l<i poI \ nomr d approximal ion mini 
lequel est de moduli 4 * •>. M <0 \drilir les romlitions 

Le poljnome Q sc determine par un immbre limit/* 
ear il donne la meilleure approximat iuu sur n •» 
eboisis de maniere a r<mdre retie mei 1 Imre a{ 
maximum, et il u’y a qu'un nombre limile de < (mix. 
repond a la question el qu’on a |0 « I‘; y 4 , 

Eli (diet, ( v ) donne sur b une approximal inn , ;;iu, 

de K l.ombe outre deux points ennsnml its dr 1n 
1’oscillation de O est Ihmr n iluunr, 

<q)pioximation p -| 2 p 0 * (, i < >**, re qut prum 

silion. 

07. Determination analytiquo du polynomo d'appro 
nimum. — SoiciU /(./■) une I'onrtion .ximrii.uil iuu' 
limie/'(.r), el 

I’l <i„ i </,.,■ .... t t •> 

le polynome <{ui i*n (lmni(‘ la incil letur .t |tj>ti > vtin,' 
I’intervalle («, />). Soli 

K (■<'■! . <■„ , , 

I’ensen.l.k <| (! // ■ |- a points ,|e i„, /, , sur Injur! I* 
meine meilleure approximation Suj>p..s.ms d\tl>. 
points cliIIerenls de a et /,. Unis/.,/ . I 1 ,.,-, 
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mum cn cliacun dcs points de L et nous avons le systeme de 
2 n -|- -I liquations 


(') 


j /(#/) — !*(#/) ±p = o 

) /'(*/; ~P'(*7) = 0 (I = °. » + «). 


qui pent servira determiner les 2/1 + 2 inconnues du probleme : cc () , 

X \ 1 * • ■ •) • • .5 Ctji Ct p. 

Si 1 C eontena it 1111 des points a, b ou Lous les deux, cela ferait 
une ou deux inr,mimics en moms, m:\is, cn meme temps, une ou 
deux equations seraient a supprimer dans la seconde serie. Le 
profile me cst done gendraloment determine. 

Si/(*) esl, uu polynome, le syslcmc (1) cst algebrique. II peut, 
<-<>mme dans le cas general, admettre 1111 nombre plus on moins 
grand de solutions. IVfais il n’y en a qu’unc scale qui minime p, et 
(‘•’cst <‘.elle qui repond a la question. Lorsque le systeme (1) est 
algebrique, on peut, pour le resoudre, employer Unites les 
mel.hodes part ieul ieres d’approximat.ion pro pres a ce cas. 

Le cas general pent, etre ramene au precedent, coniine M. Borel 
l’a deja (ait observer ( ! ). IC 11 diet, soil. Run polynome voisin 
de /. SoieiU P le polynome qui donne la meilleure approxima¬ 
tion p de /’, O eelui qui donue la meilleure approximation p' 
de R. Je <1 is que |P- — 0| pent etre rendu aussi petit qu’on veut 
uvee \f- R |. ICn die I, si | /‘ - R | esl. < s sur (< 7 , 6), Q donne <lef 
une approx imation p -1 ■ e sur ( <7, b) et, en parliculier, sur Len- 
setnble 1C on P esl. d’approximation p, doin'est aussi voisin qu’on 
veal de P (n° 1)1 ). 

II suit de la qu<‘. leealeul approehe de P sc ramene a eelui de la 
meilleure approximation d’un polynome R suffisamment voisin 
dey, e’est-a-dire au eali'ul precedent. 

M. Bernstein a fait eonnail.re un thdoreme qui peut etre utile 
dans la quest ion qui nous oecupe, et. que nous allons exposer. 


68. Tlidor&me de M. Bernstein. — JNous savons que Papproxi- 
mation minimum sur (a, b) est la memo que sur un certain 
ensemble 1C de 11 + 2 points, mais il pent y avoir plusieurs 
ensembles verdiant cede condition. Nous supposerons, dans ce 
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qui suit, que cet ensemble est unique. Nous distirn 
quatre cas suivants : E est de la premiere classe s’il : 
ni a ni de la seconde sbT contient a seul, de la tr( 
contient b seul, de la quatrieme s’il contient a et b. \ 
tenant le theoreme de M. Bernstein (') : 

ThSoiieme. — Solent v(x) et'b(x) deux fauctions a, 
regulieres sur le segment ab, X u/i pcirametre (o^ X< 

f(x,l) = A<D(x)-h(t —X) tp(). 

Desigjions par P(#, X) le polynom? d’approximation 
de f^x, X) sur (a, 6), par E A r ensemble sur lequel 
mation est precisement l’approximation minim ur, 
Vensemble Ex est unique et appartient to uj ours c 
classe quel que soit X; si , en outre , la derivee sea. 
fonction 

F (^) = /(<*, — X) 

ne s'annule en aucun point de Ex, a tors les 2 n -j- 2 
du probleme , ci savoir p (A), les n~ f-2 points xiet les > 
ficients ak sont des fmictions analytiques regulieres 
segment 01. 


Supposons, pour fixer les idees, qae Ex soit Loujoiiri 
miere classe. Alors les *in 4 - 2 inconnues sont dcterinii 
systeme ( 1 ), 


(1) 


j F ( Xi) zb p = o 
)' F'(.r,-) = 0 (i = °’ 


. . . , Tl -f- I ). 


Formons son jacobien, qui est d’ordre 2 ^ 4 - 2 . Ses 
mieres lignes sont respectivement (i= 0 , 1 , 2 , ..., n -j 

<?F(a?/) d¥(xj) ___ dF(xi) d¥(xi) dF(x 

’ dx t dx„+t 9 da 0 9 '~daJi 

se reduisant a 


0 , o, F'(a?/), ..., 0 , 1 , x h xf, 


X L 1 


( l ) M. Bernstein formule un enonce plus general qui s^tencl aux 
exposants non entiers (Sur la meilleure approximation des fon 
nues ). 
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Lcs n + 1 dcrniorcs lignes sonl (k = o, i, a, ../?, + 1 ) 

< ^'( 37 ,■) W(xk) _ <tP'(*k) dV'(x k ) 

<>■'■<> ’ ’ da a ’ 0 a n ’ °' 

so roduisiiiit a 

dV'(x, c ) dF'(x,,) 

---3 * * * > ---- ? O. 

i .r 0 

I .Ti 


Nous savons quo or dbt.erm inaul p.st different de zero, oar c’esi 
relui don! depend lo ealeul de la modlouro approximation sur 
I’ensemble K. Dour J ne s’amxule pas, s! lcs la clours ne 

s annulent pas. Lc theoreme est amsi elabli. 

Void maintenanl common! lc ihcoreme de M. Bernstein 
s’applique au ealeul do la nudIleure approximalion d’uno fouction 
analytique denude cpt'.r), dans riiUervallc (a, b). 

On suppose quo Ton eonnnisse la meilleurc approximation p(o) 
(Tunc function analytique i(.r), voisine de <p(/r), aiusi quo lc 
polvnome V(x, o) et I'enscmble Ii 0 eorrespondanls. On forme la 
fonoi ion 

fix) r.: X«p(.r> !• (r — A)'^(;r), 

([ui do\ ra salisfaire au\ conditions du theoreme precedent. On 
commit done, par hypotheses, lcs valours initiales ())i)iir l = o) 
des a// + a inrnnniics du proldeme, p, a { \ .r/ ( , et il s’a^it (Ten 
lmover l( k s \alems pour X m i, auqmd eas/*(:r ) . : ®(x). 

On remarque <jtut les valours inil.Ialets des deriveos des ordres 
sueeossifs dc p, a,', x& par rapport a ) M s’obtiennen!, de proelie on 
proehe, < k n derivanl suceessivement lcs equations 0) par rapporl 
a A < k t posaut < k ha(jm k Inis Amo. Dos deriveos d’uu meme ordre 
s\>I>tiennen! par la resolution (Tun sysleme lindaire ilont le deter¬ 
minant J est toujours l( k mi'mc. On pout doin', cerire les develop- 
pem( k nts d<* p, aXh suivant. les puissances de A par la formulc de 
Maelaurin, Si oes developpemenls convcr^snl pour Am i, lc p ru¬ 
bicund csl rdsolu. Dans lc cas contraire, on connait uu element 
analytique dc ehaenne des fond ions p, ; ee <ju i su 1 (it llieori- 

quement pour b k s determiner entieremenl. 


■+■ 1 
&{ — r 

H- l 


O, O, O, 

(>, jaeobien est doin'. 

.1 ■ ~ b (.r 0 )...!< ( ,r n | y ) 
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Si la foncdon est bien choisie, les developpe 

Maclanrin seront rapidement convergeats, mais il est 
c ? est un tel choix qui fait toute la difficulty de la quest i( 

M. Bernstein a fait, la remarque que voici : 

Les expressions approckees de P et de p, pour \ = 
obtient en borncuit la serie de Maclaur'ui ci ses deux 
termes , sont respectivement le polynome (Vappro 
minimum et Vapproximation minimum de cp(x) . 
semble E 0 . 


Pour lemontrer, derivons une premiere fois les n -f- i 
equations du systeme (i), en observant que F'(#/) c 
vient (i — o, i, a, .. ., n + i) 


dF(xi) 

d\ 


zfc p'(X) = o(X{) — ^O/) — 


oP ( 
oX 


=t p'(X) = 


mais la caracterislique o indique une derivation dans la 
coefficients a seuls sont consideres comine dependant < 
sons "X = o; il vient, x- L appurtenant a R 0 , 

o{xi) — =bp' (o) = o. 


D’autre part, on a, par Ivypothese, sur I’ensemblc E 0 , 
— P(a? z -, o) d= p(o) = o; 
d’ou, en ajoutant membre a membre, 

oP(.rn o)' 


?0/) - 


?(x h o) *+- —-fo’ ± rp(o)-t" p'(o)i 


(i = o, i, - 2 , ..., n 1 ). 

Ces equations, relatives a E 0 , mettent en evidence qu 


P(^)- 


d?(x) 




est le polyrtome d’approximation minimum de o(;r) 
semble E 0 efque cette approximation est p(o)H-p / (o) 
theoreme enonce. Il s’ensuit evidemment que Ton a 

P(05p(o)h- p'(o). 

Cette derniere remarque est encore due a M. Bernstein. 
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(>i). Proprietes des expressions trigonometriques d’ordre n. — 
Les iheoremes relalils uux. polynomes d’approximation minimum 
s’elondent au\ expressions trigonometriques et se demontrent de 
la mcmd maniere. Mais il faut, an prealable, e lend re aux expres¬ 
sions trigonometriques les proprietes ulgebriques des polynomes 
sur lesquelles reposenl, les demonstrations. Voici cos proprietes : 

i° Une expression triponometrique d'ordre ^/i ne pent 
avoir plus de ‘An racines non equivalentes , et cela en tenant 
cample de f'ordre de multiplicite des racines. 

Celle propriety a die demontree an n° 30. 

a° Deux expressions (Vordres n qui coincident en An- f -1 
points non equivalents sont ident.iques. Autrement dil, une 
expression t ripono/nelriqne d'ordre est determiner par ses 
valeurs en au -|- i points non equivalents. 

En (diet, leur difference, ayaut a/i i racines, est idenlique- 
ment mi lie. 

Deux expressions d'ordres : ;^n qui out An racines non 
equiententes communes sont les memes d an facteu/' constant 
pres. 

Kn ellel, soienl V(x) el, (}(x) deux expressions d’ordre <n 
ayant ah racines communes et ne s’annulant pas an point a\ la 
(lillereiiee 

0(3? )Q(a) — Q(..r)P(r /) 

admet les mdmes racines el une dc plus a, en lout :i/i+ i racines, 
done elle est idenliquement nulle. 
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4° On peal toujours construin' unc expression 
trig tie d ordre n giu admet u/t raetncs arbitral ran 

S’LI u y a quo deux raeinrs X\ <*l />m I exprrsMo 
ordre 


salisfaiL a la queslion. 

Si ^ 1 Cl- 3% tie soul, pas etpmalenls, rrs raeinrs m 
[’ expression change do si^ne quand x pass** par run % 

S’il y a 'Mi ra nines donneos .r ( , ,r> .1<* 

nombre pair de faeleurs 

| | sin—- 1 ( / i * ». ‘in \ 

i 

os I, une expression enliero el repnud ene< »re a la <ptm 

5° Unc expression d'ordre n prut sc drterm 
9,\n + i vale lies arbitral return t dottnccs gu' all 
9 n -j -1 points non n/uiea/ents, c( cite d exprinti* y 
mute analogue d cede dr Lap range. 

Designons 1 (\s poiuls pai\r n x.^ ,,,, x itt , , «*i .nil / 
assignee an poinl. x;. Konnous (’expression i < rile el 
ear le nombre des faeleurs esl impair i 

N ( x ) *• £ | sin * 1 1 i i t. *#, • n 

/ 

l’express ion enliere d’ordre n H 

in t l 

S( . r )^ * 

7 -a* j , s * r i 

Jmmd 1 M{ * 

t \ 1 

i (.pond a I a (pnislaou el remphtee la lorm u lr dr l,i“ia 
Cc‘U,(i ixouvelle formula conduit, dr la undue uuninr 
sions suivaul.es : 

(i Deux expressions d ordre t n gut ja en/tent 
infinimenl voisines en •.»./; u , points <lunn, s, mm 
sont injiniment voisines. 
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f Une expression (T ordre J.- n , donl les coefficients sont 
variables, tnais qui est boni.ee snr un ensemble de a n 4 - i points 
donnes , non equivalents , a tons ses coefficients born.es* 

70. Expression, trigonometrique (^approximation minimum. — 
(^expression l rigonometrique cjui donne (’approximation mini¬ 
mum (Tune fond,ion periodique f(x) pour loul.es los valours 
reelles de x, posse.de des propriety's analogues a eelles du poly- 
no me d’approximal ion minimum. La generalisation des defini¬ 
tions ( i ,l de la pluparl. des demonstrations est immediate. II suflira 
domineer les theoremes, <juand les demonstrations pouiTonl, se 
ealquer sur les preeedenles. \ oiei l<‘s prineipaux de ces theo¬ 
rem os : 

i () 11 exisLe, pour chaque ordre n , une expression t rigono¬ 
metrique d'approximation minimum. 

:>" Si rejqiression T(.r) d'ordre /«n est d/approximation 
minimum pour lit function /leriodiijue f(x), on pent assignor 
a n -H •'* points, contends a V in ter ieur d' une me me peri ode (C am¬ 
plitude oil recart f — T atteint ses ealeurs extremes dip 
avec alternance de signes (Tun point au suicanf. 

II faul iei preeiser quolques points de la demonstration. 

Divisons line periode, e'esl-a-dire un intervalle donne d'ampli- 
Mule '>. 71,011 inlervalles asso/ pel its pour quo IVeart ® (x ) f T 
no s’annule dans a main des interval les, o n cL, . .., o //n oil il atteint. 
ses valours extremes. Ddsignons par s,, e s , . .., i m les unities du 
signe de ®{x) dans ehaeuu de res inler\alles. Soil o /w ^ { Pinter- 
valle eongru a o, dans la periodo suivante, el e /;/ .|, : z , l'unite du 

signe de ( % x) dans o m } ,. Le I heorr me ruonrr rev imit a dire quo 
la suite 

G j, ;■ •*, > • m & /;/» 2 (ft 1 j c j 

eontient \>.n -J- a variations de signes. I Lai Hours, les tenues 
extremes riant les memos, elle no. pent on eontenir quhin nomhre 
pair. 

Supposons, par impossible, quo la suite* no eonlieime. (jue 
2 b • a n variations. Soil z/, t Turn' (juel eonque dVnl re (dh‘s. 
Assignons un point q iulermediaire entre h k s deux interval les 
eorrespondauts o< ot o,q. 4 , qui sont nercssairemeut non eontigus. 



cHAi>rrnn vu. 


9 r > 

Soil Si, saA- la suiL<i dos a / 1 points ainsi rliois 

Lous inlerieurs a la poriodo. I/a lonrliou rntirrr d’on 

. £j ,r . ./ . ;->4 ,r 

t^(.r) — e l sin--— sni " ^ * mii — - 

aura Ic si^ne do o dans <*haqu< k inlrrvallo o,, d. i% . 
resulle, commo dans lo oas dos poR nonius <1 approx 
regression d’ordro , n, I 1 i i'lu donnrrait imr nj 
meilleure quo l\ a condition do dounor au uomluv 
valour suflisammenl, |x*l.iI<!. 

a 0 Vexpression d'ot'dre n t/ui donne la mri/lrt 
matio/i de f(x) esl ttnitpte. 

i° La propriete V esl ettraelerislitpte ; urn* t\v ( 
four nil. das (tear Is dr si purs (dlemes et de mat 
h approximation eorrespnndante on '> n s paints 
contemns d 1'interimr d'um>periude. n'est autre t/ue 
d 1 upp/‘oximalion mininutm . 

71. Borne inferieure de la meilleure approximate 
trique. — \ la rc<>ie du n" '17 pom* los poK noinrs r< 
rof>lo suivanlo pour la representation tripmoinrtriqm* 

Soienl j\x) une function de periiuie •> r. t't S am 
Iripo/iomelrd/tte d'ordre n. Si f ,S premia aver 
alter ties, des valettrs tthsolues p/en •> n j *> pain ts 
el non et/ut valent s d 'u ne menu' perindr y aim's d es 
infemeure de l approxtmatt<oi minimum . 

72. Meilleure approximation d’ordre n mir nn <• 
n H- a points. — Res resultnts ohtemis dans lo {*,ha 

deni, ([iianl- a la ropre.seutatuni par pi d \ nontrs stir i 
<lo points, s etende.nl. a la represent.it inn ! ri^nunmet rii 
Une expression tripmomrlrique d'ordre n prut <*ti 
la forme 

K (> i V a ) e ! n .i 

Jmd 

ft 

uveo la condition <|u« las rool'liciouts f{/ h M) | rU | 
naires con.ju<piees pour quo R suit reel. 
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(lonsiderons un ensemble. L do a n - {- a points, 

( ) ' T i ^ ' T 2 • • * * ""n J’iti I 1 '-C '*‘2/1 ) 2i 

non equivalents ol. contciiiis dans uno memo periode tc. Soil 
f(x) une fonetion; nous aliens prouver quo, parmi les (expres¬ 
sions K(;r) d’ordre , //, il on esl, nine T(./;) (jui donno la moilleure 
approximation do J'(.r) stir I’onsomldo L. (lotto expression T est 
dite ({’approximat ion minimum sur H, el nous monlrorons qu’elle 
os l uni<pi(‘. 

IVoposons nous (Tabord le probleme plus general do deter- 
niiuer I\(.r) <9 Lapproxi mat ion eorrespondante p' sur K, par la 
condition quo los a// | :> dearts au\ points sueeossifs do K soienl. 
do memos si^nes (el dans l<e memo rapport quo los a// | a nombros 
do lines 

"o .." " 2 , ! — It*,, \ *>• 

Los leMres u de.si^uenl dos nomhn's posit,ifs on ne<*’atifs d<e mo¬ 
dules. *i, mais I’nii an moins d(e module 1. lls sonl precedes (Tun 
si^ne alternal if pour la eommodile d(‘s ealeuls ull< : ri(eurs. 

(Nous a\ons done a determiner p' (el les •>//-}■» 1 eooHieienl s a 
do U(,r) par les a// | •> equations lineaires 

,/’(' r tu t " ■ ! "mp' t* at.c*'•*'»>> {m ~i,a,_ ‘in «-i). 

A n 

(le systemo a pour determinant 

1 U\ r ">>V r « ... r"-*V 

It ; !(<*(' ,M V r n 1 «*V . . , 

Soient A,, \■», 1 A :l , ... les miineurs rclatifs au\ elements 

do la premiere roloniK*. Nous a\ons 

I* A 1 1*\ ! A; //.. . . . t V it if ,, a . 

Calculous le coefficient \ousa\ons, on exeluant la lettro .r/,, 

f It A it It \ 

A/, - /* n r t t r it l x j 
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Designons par n, un produil (|ui 


i sVtrud a toutes 


dc deux indices X, p dilferenls <ic k a\cr la con 


II vienl 


iV/.= 1 * r J 1 - v | | (*' ’ 

ii ... 

n . . :r l * r M 

Designons cucoro pr w le nombre de* la.-lcurs «lu 
(nombrequi csl. imlepeudiinl -la /.•>, nous obl.-mms 


A/, ( •>/}<«> A/,, 




Tons les (aclean's elani posit iis, ^ (, si un nomhre i 
Reso Ivons main tenant l( v s\ si erne par rapport a p : 


, At /{ a’| ) - - A a,/ < a-.*) 

p ... ( 


- W , >.n « • 


el, en supprimanI le larteur ('imiiium t pt ] 


, _ \\ /{ .r, ) - A!, /'(./’a I • - - * V 

^ Ai at I u 2 t ... ^ \.. w 


V.H 


JLos quantiles A f soul reelles, positives et mm uui 
mule, enlieremenl analogue a la lormule t i » *lu n“ 

I (is poly nomes, conduit au\ memos nuisiMjiiritrrs. 

L’approximaliou minimum s<‘ realise en lamant t< 
a zb i el du memo signe quo le uumeratour de « t i. 
lion minimum p sur R sera donnee par la lormule 


A, ) m '”- y*J i 


Ai * ... 


Cos formules conduiseut, eornme dans le eas d 
aux theoremes suivanls : 


i° II ex isle ane expression d'ordre t n el tine 
la meilleure approximation sur un ensemble K tie 
elle four nil ties e carts de me me module el de sin 
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ea deux poults consecutifs <le E, el cetie propriety' la carac- 
terise. 

‘A° I j expression tVordre y n (pii. don no la meille.ure approxi¬ 
mation sur an e/isemble E de phis de :>,n -\-:>< points \ou dans 
an inlenutlle ((/, />)|, est adle <fui donne fa me Me are, approxi¬ 
mation sat' ‘>,n -f~ points de E | ou de (<7, b)\, e/ioisis de ma¬ 
nic re (pie retie ntei/(eure <t ppj'oximation soil la plus grande 
possible . 


7!E Theorem©. ■- Supposons </ue f(z), de periode i>.t soil 
tuie fonction analytif/ue de z ’X-\-yt\ holomorphe dans la 
bande comprise entre !es deux Itorizonfa/es y:-:lzb, et de 
module • M sur res droites; alors si / a. pour meilleure. 
approximation p 0 sur tin ensemble. E (> de \>n-points reels 
lion e</uivatents , le plus p<>lit ecart 5 de deux de res points 
eerifie la eon dition 

i(> / i . b Y“" 1 * 

" m ) • 


Nous pouvons supposcr <pir ios ]>i>ints •/*!«. .r 2 .r 2 ^.j •> dr E 0 

sat isfassrnl a la condition 

o . * ' ./> J' :i . . . ,r«„ I •» • *>?:. 

Appolons, rn ainr^r, distance de deux points xi (‘l X/> dr E 
IY\prrssion 

. j'i .r/, 

-m 

(»l. drsi«;nons par m/, Ic pmduit dos distaurrs d< k x/ { au\ autrrs 
points dr E. i /a formuir ( •> > nous donn< k 

/«./*! ' far, i /< x-„ ,’v i 

17 T{ M, ’ ’ * nx.>„ t .» 

Xi 

I 1 I 

fit j ' rrr., * ’ ’ 

Soil E, IVnsrmldr obtrnu rn supprimant 1'un drs points 
rxUvmrs dc E 0 , j ki r ( k \< k mpl< k x t ; posoiis 
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accenluous 1 cs prod uits relatils a I'm- ^ ()Us a\ons, <o 
polynomos (n° 59) H cn ohsrnanl <[>'<' i«'" "">us 
dales ^ i, 

" ' |/(.r : >) _ /(.r* » { 


Cello fois, le noinbre p,, dolini par eel to loianuh 
meilloure approximation do /, sur I'm- pnroe quo 1< 
points de E, ost impair. Mais (‘(‘la nVinpoohe pas ( 
la reduction, parce quo pi iui change pas quand on n 
cello formtile, j\x) par/(,r ) - (/. < In a, on (diet. 


parce quo cello somnu' no dilloro quo par nn laoloi 
developpcmonl du delorininanl 

j 'ii VX\i <> n ” ,iy , , . ,'tt i ,< J 

j {n tuy <> » n.« j , , t "> 1 a j 


suivanl los elemenls de la premiere (‘olonno. On s’ 
des ealeuls lout pa roils a eoux dn n" 72. Or oo do 
mil, parce quo la (// i (‘olonno ost identiquo a 

Posons done, < i n general, 

, //, i 1 >r i f\ ,i ,r» < 

MU 


Dos i pious par p* r<‘\pr( k ssion analogue a p„ ot p,, 
a I'cnsemble i •« m el qui ost la moil 1 

malion cTordri k n —• ^ <l< k /*(./•) sur K* lorsquo L v 
avons 

p/, - " //, - i 

(it., do proche (in proche, 

p» / 2 // ■ 

lei p 2// esl la meilleure approximation d'urdre <> do 
send)l(i de deux points seulemont E aw ( x* ln h ,, ./' a „ , .. 


done 


ps// :rr \fln ( :t ’in 1-2 ) j ill ( * r 2// 1-1 ) I' 

Soil, en general, M r 2f/ Ic module maximum do f 2N sur Vaxe reel; 
il vienl ainsi 

po ■ ■*. P'2/1 ' - ( •* 2// I 2 2// 1*1 ) '—; * 


II faul mainlenaul ('‘valuer Desi^uons, en general, par M* le 
module maximum dr/* dans la bande comprise ml re les horizon- 
l.ales r= L: b, maximum all,rial sur res tlroil<*s puistpie f^ esl 
liolomorphe el periodiqur. La formule 


fid- i-.e/,-: 


fk i(**l '.*•*) -//• i(.r// 


donue immedial.emrnl, 


(Ton, de proehe en proehe, M desi^nant M 0 , 


C±)" 


Pour rvaiuer la deriver, drsi^aons par (1 le (Contour du rectangle 
rompris eal.rr les deux ahsris.se,s x I 7r <*t les deux ordonnres * L b. 
On a, par la Iheorie drs rrsidus, 

fin i ^ ^ . I fi„{z ) - rot ^. (lz. 


f'itd' 1 ' ] ■'* , } T J I An ( ' 


Mais les i ale*; rales sur les rotes \ertiraux se drl.ruisent (a cause 
dr la periodirile), les iatej* rales sur les rotes horizonl.au \ y ; *b b 
subsistent, sea les; el il viral, par le throreme dr la mojnmr, 
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On porle cel 1(3 expression dans la borne dr p 0 , il Ni<*nt 

/ .> 

pO 0*2/H 2 ' i? '2n I 1 ) / 

y u 

On prill aussi fain) la redo el ion dr lYiisrmblr on rel ru nr haul lrs 
points sui‘ la droite,ou encore sup Ips deux <‘\trrmilrs Mirressivr- 
menl. On a ainsi, cpiel qur soil /, 

po ■< < *' 711 — •'*/ 1 / [ t 

ee qui revirnl. an tlirorrme enouer. 

7*4. Corollaire. ■ - Sort f{ x) eonttnue et pertnditjur; si sa 
meilleure approximation d'ardre n esf p <> sur an ensemble K 
de a n H~ a points non e</ttiva/ent$, on prat en ro/ndure nno 
borne inferieure <h> I’ecttrf de deux points dr I\. 

En <dlel, soil, s mi nombre poxitif , p. Nous pou\onx roas¬ 
tro ire line expression lrij»onomelriqur S d’un rrrlaiu order, lellr 
qu’on ait, sur l'axe reel, 

l/-s; p . 

La meilleure approxinmlion d’ordrr n de S sur I*! rsi dour 

po ;> p 

Alors, eu vertu do theorrmr prrrrdenl, lr plus prtil rrart ode 
deux points de K < i sl superirur h 



oil M esl le maximum do module de So mu* lr**. droitrs y ' In 
Le cl»o i \ de b rente arbilraire. On le rhoisira dr lminirrr a retain 1 
cetle borne aussi ^randr (pie possible. 

7d. Determination de la meilleure approximation d’ordre n. - 
La d(*termination de la meilleure approximat ion tri^ouomrlpique 
d ordre n , sur 1 axe reel, d une louetion periodiqur doimre J or j 
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uno analogue a oolui de lu determination du polynomo 
.ion tmtiimiiiR dans mi intorvailo. 11 so rdsoul, an 
tiludo ass i" no, uu moyou (Tun nombro limitd d’opd- 
ou peul. li xor a priori . La mdtbode s<* jusl/dio, comnid 
les |>«>Iynomos, on s’appuyanl sur l<*s tbdoremos nor- 
quo nous avons dlublis ci-dessus. 11 osl. inulile do 
lie queslion dans lo did,a 11. 

; on (in quo io lb do re me do M. Bernstein (n° 08) s’rlend, 
d iiiiciiiid, a la representation lri^onomrtrique, ot pout 
memos services quo dans la roolioroho <lu poiynomc 
l,ion minimum. (Idle extension n'a pas did (ailo par 
mais olio no prdsonl.o auouno diflioulld. 


sure approximation sur un ensemble de points equi- 
Bevenons d’abord a la meilleure approximation p sur 
‘ L do •». n i 4 ». points 

^*1 ' *02 *•'„ J'n ' .•***■*» •O*.*/;.| 2 , 

mils ot inlerieurs a line mdmo periode, eYst-a-dire a 
e d’orij’ine arbilraire el d’umplitude ‘atz. 

> par S(\r) IYxpression enliere 

, . . .r - j'i . .r :r» . .o — .r u „ , • 

S(.r ) • sin -— * — mu— —.sin — - 


iroduit, elendu a Ions lus couples d indices A, p., vori- 
dilions tji •A ft f 


’I 1 • * r >* 

I L l “ , ■ : 

(u° T2 1 

n . .0).-.-A II 

* Mn * 

b‘ ( •>), du u° l u 2 1 nous donno done la suivante : 

f(j'\ i jp *02 > ( J ( ' v 'in t a ) 

,S' < ./*| ) S'( X‘i ) S 1 ' r 'Xn \ 2 ) 

Is’ | ./'j | S ( ./'•» I i * 0 * 2 n i I) 


ore applicable an eas noncral (que les points soieul 
■> on mm j. 



OlIAPITUK VII. 


10 | 

Arrivons maiiUenanl.au eas parliruiiur (|in »"us iiitrrussr. Sup- 
posous quc les points tin IVnscml.ie K parla^.oit la prri.xle en 
parlies exiles, ile sorle quc r<-<mi<Ii»l:m<<> <le» points .r,, 

so a Dans ee eas, S(.r) ailmol les mi'mes raeiues qti< ( l a 

a -+-1 

fonclion 

sin(// ; i){x ‘ r i 1 

el le rapport des dome fond ions ost lmrm\ ear on \rri!ir do suite 
(ju’il lend vers one limile (inie quaml .r lend \rrs Halmi ium^t- 
naire. Done 1c rapport des deux lonetions <M uiu* euuManle h d 
Ton a 

S(:r) h sine n n<.r «. 


lAkjuidistanee des pt>i ill s rlnnl - ^ > un en eonelut 


S'(a? t ) ~ (/* ■+• ij/i, S'i.r,}~ ui I \\h. ... 

(]<‘s valeurs sonl do. mdme module et de sixties ulternex. I,a \nleur 
de la meilleure appmximal ion p so reduit a 

|/(r,)■ -/( .r tt I K .. /» .e,,» , , |{ 

P _ ■ 

De la, le llieorfcme suivanl : 

La meilleure approximation dr f (,n, dr period*' a n, par 
une expression. trigonometru/ue d'ord’re n , stte tut ensemble 
dr. *},n •+- :>. points x {1 x^ .. x^ ft * y* non r,pu\ tth'nts, tpd par- 
tagent la periode en n [•?, parties epales* rst /a moyenne 
arithmrtujue des o.n 1* *>. raleurs /{,r ( ?, f\ ,r., i, * /(.r>, j, 

— /{X'xn+'i)' Cette, moyenne est done tine home ittjrvteure de 
la meilleure approximation d'order n pour .r nW */urlrompte. 

Celle moyenne pout dire mise saws une forme mieressanW' (|ui 
so rallache a la serie de Fourier, Suppnsons / < r \ des eloppnhle en 
serie de Fourier convergente; 


f( ,r ) r~ «- (t ^. i pns A ,v > 

^ . 1 

Si nous posons 

, __ « a -— dife . at, * ft a. 
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eerire 


/(.r) — I V a'j'.el'xi. 

I\ — oo 

s mainleuanl. I ensemble des points equidislants x { , 
el supposons d’abord a: { = o, auquel cas 

( m — i) tc 


uo ‘In !- 2 

-iV" '/'•'•mi"; y «*y(— O'" 

/i • - 00 /// • I 


(/// -i)/>TC/ 


ii 11 ij> 1<* impair de n | - i, on a 


l/H 1-/.7D 

- iy» h> w *i 


*2 // - 1*2 

• ^ (— O'" 1 ( — I )'" ■ 1 

nt l 


2 71 - 4 - 2 . 


aul res eas, on a 


In \ l 

V (_i)/n 


\tn 11^7t/ 
t e '»> I I 


m ~ J 


^.S/ TC/-__ I 

”ln~" 

„ (* n 1 1 _, 


-s O. 


“ 1 x nt ) ~ ^I Im rr Hi • ■' ('{i/, t I),/* » n* 

). - » A :0 

rrme sui\anl : 

'b'iodiqttc est deeeloppable en serie de Fourier 
Ut met lira re approximation trigonomSlrique 
* l* ensemble K des %n j :>, points, 

t: vt: (‘A// ! - 1 ) ic 

/i } 1 /; | l * /i l l 

ssion 


’ * - P ;;T a ft it'*- a /mi ) “"l Oftjf i D >4 *. •.» 


IO 0 CHAPITHK VII. 

Le cas oil le premier point. «le IVnsomMr K rM .r, (an liaudeo) 
se ramenc mi precedent par lit <'lumi;ement de .r <•» ,r -(- ./■,. Or, 
on a 

QO 

/(.r l-.r t ) = ~ 1 b/ t Mu/.r t m'os/^ 

i 


-j-. (. . ttf. sin / .rj 1 ^/ ( ros / ./-j t sin/, ,r. 


Dc la, le llieoreme suivanl : 

La meilleure approximation tFordre n dr j \x\ stir I'm- 
semble L des n a points. 


(K) 


t *> n 


x u a?H- 


/H-i 


.rj u • 


/i I l 


. *L k 

I 


<7, /?o?//' expression 

:h p - V | f/, 2 X i ik«i n "-''I 

\ = 0 

■ i • /><u» i /tiii din' ' • i " « j i |. 

77. Nouvelle borne infdrieure da la mailloura approximation 
trigonom&fcriqne. ■— Hovenons eneorr une inis a la meilleure 
approximation p pour IVnsemhlr do (notes Irs valours rerlles 
dc x. Le llieoreme ([ui (ermine le ntimmi ptrrrtlrni en to u rail 
une borne inferieure (pud epu* suit x t , et rettu burnt* se presents 
sous forme (Tune serie (rigonometriqur t*n t ( . < ihnisissmis ,r< de 
maniere a majorer le premier terme t*( remplarons (tuts tes sui- 
vanls par leur borne inferieure pour , iptelromjur; nous able- 
nons le llieoreme suivaut : 

La meilleure approximation tripanometritjae d'or tin* n 
pour une fonction pdriodit/ite, deeetoppatde en serie de Fourier 
convergent, admet la borne inferieure 


\/ a J/ 11 




~~ ^jV "V' •' 

>. i 


7~ e: 


V . t " • I 


pourvu que cetle expression soil noside,' 
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homes quo nous venous de signaler sent dislincles 
c<>ntroes anterieurement* 

nation des r 6 suit at s precedents k la meilleure approxi- 
Dlynomes. — L'approximat,ion de/(./’) par polynomes 
vile (- * i, -pi) revieut a rapproximalion trigonome- 
‘osep). Nous venous de voir quo la meilleure approxi- 
eosco) sur rcnsemhle 

tt a tt (■>. // -h i) t: 

, -;-, •••, -- 

//•hi n i ■ i n ~h l 


/((‘.oho j 






;o) el ./‘(oust:'), les Imamus soul, deux a deux egaux el. 
ve | ee u \ a egale distance des extremes quand on sup- 
>) |. De la, le llu mreme suivanl. : 

ure approximation de f(x) y par un poly name de 
r rensendde K des n pa points , 


71 a TC 

eos— - , eos— — 
//■li // I i 


It IT 

COS———, I, 

II H~ I 


esston 


/< i > 




i') 




temps cette expression est une home in feriettre de 
approximation dans d in terra lie i, -p i) contc- 
pent aussi ltd dtmner la forme 

* p (t ri j i -1 • U3 ( // | l\ h Us ( // Mi • * * • > 

1 les constitutes de Fourier defly. oso), qui estalors 
’eloppahle en serie de Fourier conrergente (’). 


ostein donne des rrsultnts analogues, satif quelques inadvertanccs 
/'order, de ta meiltruer approximation des fonctions conti- 
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79. Exemples simples ^approximation trig’onom^trique mini¬ 
mum. — L’etude des fonetions aualyliques fournil des exempli 
remarquables ({’approximation minimum sur lesquels nous rt*viou- 
(Irons plus loin. Mais nous pouvons indiquor, des mainlenaiu 
quelques exemples instruetils. 

i° L’expression trigonometrique d'ordre . // tjui domic la moil- 
leure approximation <Iu terme d’ordre n | i, 

</cos(/i-I- 1 )./' I h m u ( n n.r, 
est identiqucmeul nu lie. 

En ellet, posons a reosa, h /' sin7.; cot t<* derniero <*xpn i s- 
sion prone! la forme 

r i'os( n . j ui .r 7 1 . 


Elle prond 'An + 2 Ibis so* valours extremes ’ r a\ or ahornanco 
de si<>ncs en des points interieurs a um* itinni' perindr. <]<» S unt l<s 
valeui's de I’eeart pour (’expression approehee 1 * o. Ihuie o (M, 
<rapproximation minimum. 

m° Le meme raisonnement numlir (pie l\m eonnaii aussi la 
me 1 1 leure approximation dordre// pour la Ibnetioo d\mire n j, { ; 

n t 1 

/O' eos/.r i ft/ t sin /. ,v, 

k * 0 

ij expression d approximation minimum est 


I’eeart est 


r f ( <r ) 1 " ^ a k eos/ j' | h ( sin X , r ; 
k 0 


tf(x) — a n , j cosf // >} 1 t , , M ih n . n.r 

<‘ l I approximation a pour \aleur 


:i# Un <!XU,,, l ,Ie d ’ m * K<*nn* n-.us ,-st iloniii- ,,.,r I.» fnucliou 

sausdiWe <lo Weierslmss. Nous a IW nu.utn-r <n,\,n 
nail, les expressions les plus appmrluVs pour loos n „nlns Cl 
Soienlrtuunomlimposi.if. . h /, „« muuluv ,-»i in- impair - • i; 


C 1 ) S. Bkiinstkin, Complex rendus Arad . Sr •»'» 






APPROXIMATION TRIGONOMKTRIQUE MINIMUM. i0 g 

e Wciersirass 

00 

/( X ) = ^ am cos h fn X 
m = 0 

n(‘ expression ^approximation minimum d’ordre />, 

; /• | - i premiers lennes do eeUe serie, a savoir 

/. 

T (.r ) a m (‘.os b ,lt x, 

o 

rmine par la condition 
M\ n 


cearl, (pti a pour (Expression 


2 


a m 


h I l 


(‘os b ,n x. 


valcmrs exlromes avn^ allrrnanre <le signe aux 
coi)S( : cul iIs 


.r; 


Xt: 

p77 


(X i, >, 


, a/;*' l ) 


a( ion eorrespondanle est 


CHAPITItli VIII. 

FONCTIONS ANALYTIQbKS lMtfcSKNTANT OKS SINtil IAIUTKS 
POLAMKS. 


80. Correspondance ©ntr© los sdrios do I* ourior ot do Laurent. 

_ Soil f(z) unc fouelion prrindupio de la Nunable enm- 

plexie ^ = x + yi. Supposous (pie eefte bmrtion soil hnioinurplw 
dans la bande du plan 3 emu prise cut re Irs dou \ droitesp *’ K 
paral Idles it Faxe reel. Son de\ eloppentrut ru moot dr Fourier esl, 
de la form© 

f(z) — * A 0 4-^ A/,, A* <u <•«>•*/* * * /o t m n/v. 

1 

Faisons la subslilulion 

(,) r* /. 

Celle subslitulion trausforme f{ 2 ) dans uur (imetum z(f\ <pu rs( 
uniform©, a e.ause de. la periodieite. 

Ouand z \arie de '>,iz sur l ave reel, ( drerit lr ernde de (‘outre 
origin© cl de rayon i. Ouand 3 vane de •> r: sur les droites \ ;h h, 

t deeril les rereles de rayons r A et oL La sub*U it ttl ion (ti (ait 
done oorrespondre a la bande du pi.m r. comprise rnt re lr*. deux 
droil.es y rt la eouronne eimdaire du plan / mtnprise enlre 
los deux e.ere.Ies do rayons e ol r b ; rt z \ t) est ludoumrphe dans 
■cell© bande. 

l > nr la subslilulion (i), le Imur general du dr\rlojipriuent d<‘ 
Fourier devi( 5 nl 

A/. ■ * tt\ / A * /->* ^ * 


(2) 
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doppemenl de l^ou 1*14*1* de f(s) se Iransforme dans 
) suivanl las puissances positives el negatives de /, 
:ix sene da Laurenl, convei^enle dans la couromie 
nsideree. [ > ai‘ consequent, la serie de Fourier de f(z) 
xver^cnle dans la bande correspondanlc. Nous aliens 
ordre de grandeur des coefficients el. le de^re de eon- 
la serie. 


bine I. ~ - Si f(z) de periotic atz esl. holomorp/ie et. 
dale sort ~ IY 1 dans la bande comprise entre les 
s r :.t b, alors, pour' z nod, le module du ferine 
a scj’ie de Fourier eerijie la condition 

| A /, |. >Mr 

us le lerme general { •>.) du df veloppemenl do ©^/) en 
'(Mil. dans la rouroimr. Soienl (^ le eerele de rayon e ~ l} 
le de rayon e b <pn limilenl la eouroime. On a 



ad, j A* | no surpass ! 1 pas la sonnne d<*(*(‘sdeu\ homes. 

•dm© II. Si J'^z ) est holomor'phe el de module , M 
rale comprise entre les deux droitcs y :±b y la 
r e Fourier do fine, sitr Saxe reel, une upproximu- 



ilaritds polaires. Decomposition de la parti© principal© 


112 


OIIAWTRK VIII. 


«n Elements simples. —• Nous aliens maintenant <‘t tidier eonnneiu, 
se comporlc la serin do Fourier lorsque /< z ) admet des singula- 
riles po la ires sur 1 os dro lies y z L h. Nous devonx <1 abord niellre 
sous la forme la plus eouveuahle la parlie prineipale <lr la (minimi 
au voisinage (Tun pole d’ordre r. 

La foliation/(s) esl suppose** reelle a\ee ; par consequent, lus 
poles soul conjug'ues d(ui\ a deux el, d <t \ hi est uu pAle, 
z = a — hi cn esl uu aulre clu memo onlre. I )eterminons la forme 
<le la parlie prineipale de J ( z) au \oisinnj;e de deux poles conju¬ 
gal os a±hi. Mil ehangeanl au be.soin r. en 3 ! a, res poles 
devieimetil ziz hi. (amsidrrons Ies deux (onelions 


Ce soul (Ies functions pa ires d<‘ period** a n* done dus Ibnetions 
uuifornies do eos j. Sii[)posons qu’elirs admetlenl lex points 1 hi 
comme poles do degre /•; nous a neons 

/■( z) -\~ f ( — z ) A0 , V, 

a (cos z -- cos hi r oh 4 vnsf>t 

f(s)-/(-s) ^ l!„ . ( H, 

a sin 3 (<‘os z eo s/!u cus; ros/e 

les foiK'lious'.j; ( k l, y (‘laul holomorphes au \ nisiuage des points hi, 
Mulliplions la seeoude equal ion par sin 2 el a jmitnus; nous ohie- 
uous la parlie prineipale de J{ZU decomposer en tine soinme de 
tonnes que I’on pent rousuforer ('online d<‘s rirtnmt .s simples ; 

Ap H H () sin z ^ A, i Hj sin z It,, sin z 

((,os —— cos/>f ) l ( ('OS z eos bt } f * nm z eos ftt 

Si le pole esl (Mordre r, tin an moias des coefficients \ u , B ( , nV.sl 
pas uni. Si lcs poles conjngties sont z a ±: hi, on eliangern z 
on .z — ci dans lets formu 1 es precedent rs, 

84. D6v ©loppement des 6l6ments simples en idria de Fourier. — 

Le (leveloppemeal on serie <lo Fourier de la parlie principal*! 
de/(s) dans le domainc d uu polo ne prrsente .tunmr di ffieultr. 
Ou Lob lie ixl, comma il suit, presque sans ralrtils, si le pole ost 


l« 3 ), 
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/) iiii nonihrr reel positif; on a 


/>) . ^ 


l <> zi b ' 

Tn> “ ( [ — ( >zi j>Y( I izy~r.7'~/rj 


l - V 

( >b . Zi 

t~ h -be- h .:>.cos 


Tin b sh b - cos 3 ~b i sin : 

'2 (oil 6 — COS 3 ) 


i la 


V ,.*(*/ » 

jLd 

/, o 


i sh b -|- i sin 3 


v.(ch b — cos 3 ) 

mil Irs parlies rrrlles rl inia^iuairrs, 

00 

sh b i V /./ / 

- -— = ™ - . | y c kl > COS/’ 3 , 

*,>, ( (‘Ii b COS 3 ) '2 JmJ 

h - t 

00 

sin 3 Vi ., . , 

- - - — = T C ^'SIll/cS. 

7.( Oil /> — »s 3 j >—* 

A 1 

minedial imucuI dr la rombinaison di* res (I<‘11\ equations 
irmonl mi srrir dr Kourier dr lYdrmeiU simple du 
hr : 

A -1 Ii si n 3 
<*<>s 3 - rh b 

ippemeiW dr I'dlemenl simple d’ordrr pi us ele.ve < k sl un 
mplique, niais b k ralrul sr fail par dr simples drriva- 
tlomi( k lira a luicuuc diflirultr. Posons, pmir simpliiirr. 




Ub i 

tfm sh/>’ 


s, cn derisanl /• t fois par rapporl a ///, 


I 

•> i n ; 1 

</• i 

( m - - cos 3 )/ 

* '* -. » ) • 

tint 1 ' 

si n 3 

'it ■ 11' - 1 

■ <!> i 

1 m cos 3 ) r 

( /• -*•! ) ! 

dm v 


"■ COS / 3, 


~ n Vr /k/ ' siu/ 3 . 


uellement inulib‘ d ellrrluer res drrivalious. II est plus 
dr dr I rrm i nr r la \alrur priueipalc des coefficients dr 
ur k x. Or (Tile \alrur ( k si manifrstement rrlle qu\>n 
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Ill 

obtient eu derivanl wi— i f<>is do suite IVvpoiiciilielle e On 
lvolive ainsi quo les coellieieuts tie eos/ -- <‘l d<‘ sin/ ... out respeo- 
livemenl pour valeur asymplolique, pour / ; . x, 

.> fcr l { > kh •>/'• 1 r /,A 

^TudiF ) 7 ' 7 (/• - i»' < *i» i> »' 1 

Si Ion oo ns id ore Ic lenno d'ordrr k dans le d< : \elopprmeiU tie 
A i Bsin.r 

( oh b —« oos.r )' 

on voit quo 1c maximum do son modulo pour .r reel a pour valeur 
asymp loti quo 

•'■/'V-i x» I,- /./•_ 

(r — i )! t sh b ) r 

Ces rliversos expressions soul tie bonln* do /* 1 r (a*t te eon- 
clusion subsisle, tpudlo quo soil la position do poll* mip les 
droit,tas y = d” />, ear on passe du eas part irulier trade ei-dessus 
au eas general par le chaiq*emeut dr 5 on z a, 

II esl mainteiianl facile do demontrer lo tlimivnu* suivaut : 

8 o. Th^or&me III. ■ * Si /( 5 ) est Indnmnrphe dans !a handr 
comprise elitre les defer <lroites y • h ef n\u stir rev* t/roiles, 

quo. des poles com.me points crttn/ues, reter ei d'ordre r an 
plus , aloes , pour z rr= ,r, la somme S w do Fourier donne une 
approximation. 

luu 

ou h est (die cons tunic par ranport a n . 

Fn diet,, nous pouvons meltre/^w) sous la Inrun* 
f<3)**\* • J(5>- 

ou V est la somme des parties prinoipalos rolativos an\ divers 
poles supposes ei-dessus, el sp( 3 ) iiitr font*!ion Imlomnrphr el. 
hornets dans uric Imnde dcbordant la preerdentr, comprise par 
exem|>le entrc les droit, es y » ( h \. s I. la* tonne «*eneral A a de 
la serie dc Fourier do J test la somme ties tonnes du memo ordre 
dans les ddveloppemenls des diverses parties prinripales qui com- 
posent P cl dans eeltii dc a(3). Kn vertu du tbroreme 1, le terme 
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Drdre de e~ k{bJrZ) , et les termes relatifs aux parties 
rdre de k r ~" { e~~ kb au plus. Done leur somme A* 
Ire superieur a cette derniere expression. On 
;r une constante h telle qu’on ait, quel que 

| A* | ^ hk 1 '- 1 e~ kb . 

oo 

n 1 

.me, on passe du terme ecrit au suivant en le 
xpression 



upposer n assez grand pour que X soit < 1.11 

oo 

I s„ I < /m'-i 

0 

< n r ~ l 

naniere d’ecrire la constante, est le theoreme 

ontre la dependance qu’il y a entre Tordre de 
■oximation de f(oc) par les sommes de Fourier et 
ir de f(z) quand £ tend vers les droites y = =b b. 
Dntrer maintenant un theoreme qui etablira la 
xe, mais qui s’applique a touie l'epresentation 
t pas seulenient a celle de Fourier. 

V. — Soit f{%) une foaction de periode 2tt; 

'e admette une expression trigonometrique 
"e n\ T n , telle que Vapproximation sur Vaxe 
que soit n, la condition 

Pn< y(n)e- ril >, 

onotion non decroissante de a, mais qui finit 
3ure d e zn , quelque petit que soit e, quand n 


Cll/UMTUK VIII. 


1 16 

augmente inddjiniment; (dors J ( z) <’ sf Junction halo- 

morphe de z = x~\-yidans la Ixtndc comprise entre les deux 
droites y = ±z b (frontiere cxchtc) c( /'on a, cn su/>pos(int y 
positif , 

» oo 

|/(a: rhjK/)| < v.r*'' / *(' if !A •' ' dt. 

Dans noire hypolhese, la diUrrencr I\, T„ » ~ p w osl 

une expression Iri^onomelrique d’ordre //, dont le module resir 
(sur l’axc reel) inferieura 

'AQ[ n )( 1 ' f \ 

Nous avons done sur ba\e reel, par le l heore me general sur le 
module <les derivees ( 

IT;/" 1 ! • - T)/‘ | ; i\ i n k e uh . 

Considerons le developpemeni, pour x reel, 

f (x) l o~"H ( I | 1 I) ) H . . . i I I/) Dl ) ‘ i . . . • 

Cello scric esl indeliuiment derivable mu* Fa\e nrl, ear, pour 
mi ordre k queloonque, nous lormons la srrie mnjurante 

|/ (/,, (#)| < '2« A fcp(i)e b ! f ( ?,) e ... \ vr no' nb i\ k , . . , 

Or eellc serie a une valour linie, eomme nous allons le monlror 
en la majoranl elle-meme par une inte^rale. Notts a\ous 

*{n)n A c uf > • * j out j ten ■ i r « * ■ dt 

* o 

,H I l 

rpjit^r t’t itt 

el, par consequent, 

I f iA) ( x ) D * ,} j r { f r u * dt. 

• i 

Celle borne va nous permettre do deliuir f \ z i dun*, la baude par 
son developpemeni de Taylor. Posous 1 

V X | It, | it | . -I ; 

il vienl 
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Je dis que cette serie converge dans la bande, done si p. est <; b, 
car on a, par la majorante precedente, 

k = 0 

-ptclt. 


1/0)1 e- b ‘v(t) 

*•1 


Or cette integrale existe pour pi < b , car ®(t) est d’ordre infe- 
rieur a e zt par hypothese. Si Ton fait u = yi, d’oirpL=y, on 
obtient la formule du theoreme. 


Remarque . — On peut aussi supposer la fonction ®(n) non 
croissante. Dans ce cas, la majoration se fait en ecrivant c o(n — i) 
au lieu de cp(/i), done cp (t — i) au lieu de f(t). II en resulterait 
a fortiori 

\f(oczt:yi)\<i%e- b C dt. 

do 


87 . Theoreme V. — Si, quel que soit n, f(x) peut etre repre¬ 
sente sur Vaxe reel par une expression trigonometrique 
d’ordre n, avec une approximation 

Pn<ty(n)n IK - l e- n/ >, 

oil r est un e/itier > o et ip(n) une fonction qui tend vers zero 
pour n = 00, alot's f(z) est holomorphe dans la bande comprise 
entre les deux droites r = dz b . Si, de plus,f(z) n : a, sur ces 
droites , 'd'autres points critiques que des poles, ceux-ci sont 
d'or dr e < r. 

Nous avons, dans ce cas-ci, 

cp ( n) — n *'- 1 ^ (n) 

et nous pouvons toujours admettre que cette fonction soit crois¬ 
sante si r est > i, on decroissante si r est < i. Appliquons done 
le theoreme precedent ou la remarque finale; il vient, en touscas, 

• |/(a? dzyi) | < 2e* b C t) l r ~ l e-W—yl* dt. 
do 


Quand y tend vers b, cette expression est infiniment petite par 
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I l 8 


rapport a 


i 


t>'- { c dt - —-■ - 
(b j } r 


el, par consequent, f(z) ne pent pas avoir dr pole d’ordrr /• stir la 
droite y == b . 

Comparons 1c llieoreme precedent au tlieorrme Hi, anus obie- 
nons Fenonce suivanl : 


88. Theor^me VI. — Si la function f{ z ), de periotic \kt^ est 
holomorphe entre les droites )'■ • * h ct n'tt sur res droiles 
que des ptiles comme points vrltb/ties; st\ <ic plus , 1'ordre 
maximum de ces p tiles est /*, a tors j\x ) adnu't une representa¬ 
tion d" ordre n quelconque fournissanty stir l\txe reel, tine 
approximation qui, pour n : ■ */., <*.*/ d'ordn • a pa l ott infi>- 
rieur d 

' n 1 ' 1 c 

mat's cet ordre ne pent etre injeriear, n restart arbitraire. 

On conclut (le ee llieoreme que, pour Irs (ourtions ron.sidrrees, 
^ approximation ohten ue, pat' les som mes t It * /* ottrtet' est de 
l ordre de la metl/eure approximation, 

II suit des theoremes precedents que Furdre de la meilleua; 
approximation pour n oo suflit, dans certains *ms, pour drnder 
[’existence d’uu point, oriti(|m: essenl iel. Pur example, si J\ z ) ,, st 
liolomoi pile entre les droites y 1 h et si s,i nieilieure apprnxi- 
malion est d’ordre inferieur a r <pie| que suit .. s.uis IVlre 

jamais defmil.ivemeut a >fr qmU que suit /•, on pout aflirmcr 
quo f(z), supposes unilorine, atlmet mi point ( rit iqur essentiel 
sur les droites y = nh b. 


89. Approximation minimum d’un dement polairo simple du 
premier ordre. — P element simple du premier or.liv rrlatifau 
[)oIc z = dz hi est le suivant ; 

A • H sin.r 
ros hi nthj* 

C’esl un fail Ires inlYross.mt qu'il soil possible .IVu ol.tenir, pour 
, ^ exptession tri^onometrique d*nppro\ imation. 

minimum. Nous allons former retie expression. 
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b posit i f (i, posons 

ms . X - () i 

1 ( U') = -- 'J.e nix sin 2 -; 

expression Iri^onomeLrique enliero d’ordre n ~f- i. 
r x ro<d, ijl (‘l 9 le modulo el, rar^'iimonl. dc 

. .r — hi 
- - ■> sin- —-- ; 


'f- , . , , . , . . sin bi 

— - oos( ,r hi ) — i (c.os.r cos/n - - i ) h i sim: — : — ; 

/ 

.1, le earn* du moduli' a pour valour 

, ros.r eh b i ) ,J • \ - sin 2 .r sh- b 

'*.os-.r rh‘‘ b •> ros.r eh b f- i -i • sin-.r ( eh- b — I) 

Jrh b cos/)- 

9 esl determine par los equations 

cli b i . sin ./• sli b 

cj j s 111 9 - - - 

• eh h ros.r <i» h eo.s.r 

formules me! lent on e\idenre (ju<‘ cp vario tlo o a *>.t: 
do oa *>t: el quo o ost. une fonelion impairo do x. 

T < .r ) ( eh b ■ nis.r) e nx 1 ? u . 

T(\r) . . 

. cos ( n x i o ) 1 i sin ( ri ,r -1 o). 

i h -*• cos.r ' ' ' 


olloost pain* ot la parlio ima^iuaire impain*. i\ous 
post*!*, P, el P a desijjnant respecti\emenl d(*s polv- 
•es n j i ot n , 

T( x ) . V \( cos,r i t / sin.r P a (ons.r ). 

us los parlies reel los ot. ima^inaires dans rdqual.ion 
i I rouvo 

' Pi i ros.r i 
' eh b —- ros.r 

J sin .r lho cos./’ i 
\ eh b — e.os.r 


sin ( n x ■■ \ 9). 
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Posons encore 


Ri (cos2?) 
Ro(cos^) 


Pi(ch 6 ) — Pi (cosa:) 

ch b — cos x 
P 2 (ch^) — P 2 ( cos#) 

ch b — COS 27 


R< etR 2 sont respectivemenl des polvnomes de degre n el n — 1 
et les equations precedentes peuvent s’ecrire 


( 3 ) 


P^chfl) 
ch b — cos x 


Rj = cos (n x + 0), 


< 

j sin2"P 2 (ch/>) 
■ ch b — cos x 


— sin x Bo = sin ( nx -4- cp). 


Quand x varie de o a 2-, nx + <p varie de o a 2(/i -+* i)~ et les 
seconds membres atteignent 2 n 4- 2 fois leur maximum absolu 1 
avec alternance de signes. Done (n° 70 , 4 °) les expressions trigo- 
nometriques entieres d’ordre ;z, Ri et sm#R 2 , sont d’approxima- 
tion minimum pour les fonctions respectives 

P,fch/>) simr P 2 ( ch/?) 
ch/?— cos.r ? ch/? — cos 27 ’ 


et 1 approximation minimum est 1. 

Calculous maintenant les valeurs de P^cliZ?) et de P 2 (ch6). 
Nous avons 

T (x) -+- T(— 2?) 


Pl(CQS 2 ?) = 


P 2 (C0S27) = 


T(a?) — T (— x ) 


'Faisons x — bi et remarquons que Pon a, par (1), 

T (bi) = o, T (— bi) = — %e nh s\u 1 bi — 2e nh s\\~b\ 


il vient 


P] (cos bi) = ——— ==e'^sh 2 />, 


Pa(COS^i) : 


T(— bi) __ T(— bi) 


2/sin bi 


2 sh b 


= e tlb s\\b. 


Done, en divisant respectivement Jes equations (3) parces deux 
quantites, celles-ci prennent la forme 


( 4 ) 


ch 6 — cos x 


-Ri 


e ~~nb 

sh 2 b 


= cos (nx -H cp) 


sh 2 /? 


ch b — COS27 


. Q—nb Q-nb 

■ R 2 sin 27 —— = sin(/i27 -h o) —-—r . 
sh b K 1 ' sh b 
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les melleat on evidence le theoreme suivanl : 

e.laments simples 

i sin.r 

ch b * cos .r’ rh h — ros^' 


aspectire men l T earn me expreunions trip o/ionieLei r /ues 
it lion minimum (P ordre //, les deux fan cl ions 


K, 


t » nh 

sli'a/i ’ 


sin ./* IV 


-nl> 

sh 7 T 


xi millions minimum rorrnspondantxs sonI : 

P nh ( > nh 

sir 2 // sii h 


is aiaintenaal les equations (f\ ) respeclivcmenl paries 
(‘l B el ajoulons. Posons 


S ■ 


/ AHi 

\ 7 &(> 


BH, 

sh/> : 



S (LSI, (Tonlre n el il viral 


sin./* ^ A ros( n x ! f f ) 
ros.r sli 2 b 


It sin ( // sr l-tp) r/) 
sj xh "" ' 


eon* 

A . <*ns*x y/,V 2 t B^sii 2 /*, 
Bsb h sin % v /A*T»*sIiV>; 


<|ualion clevient 


i sin./• 
ros.r 


I 9 


vA\M 


sli*/> 


nh 


irlut le throreme suivaal : 

euve approximation tie /.'element polaire simple, 
ordre 

\ ! B sin x 
rh ft — ros x 


tress ion triponometriipie d'ordre i n est 


v A* • B*sh*/> 
sh 1 h 
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90. Valeur asymptotique de la meilleure approximation d’un 
element simple d’ordre quelconque. — Posons 


ch b = m, 


db _ i 
dm sh b 


Derivons r — i fois l’equation (5) par rapport a m, Comme <p 
et a sont des fonctions analytiques de m et ne dependent pas 
de /i, la valeur asymptotique du second membre pour n infini se 
rednit an terme qui provientdes derivations successives de l’expo- 
nentielle e ~ nb , parce que chacune de ces derivations introduit le 
facteur n. Ce terme sera 


(— i) /,—1 cos( n x —j— <p — a) 


/A a -4- B*sh 
(sh by 4-1 


-nb 


11 admet done 2 /z-f -2 extremes egaux et de signes alternes dans 
la periode. 

La derivation de 1’element simple au premier membre de (5) 
donne comme resnltat 


(——,)1 


A -4- B sin x 
(m — cosa?) 7 ’ 


En vertu de la regie du n° 71, la meilleure approximation 
d’ordre (infini) n de cette expression est enfermee entre deux 
bornes, asymptotiquement egales a la valeur absolue commune 
des extremes mentionnes ci-dessus. De la, le tlieoreme suivant : 

Uapproximation minimum de Velement simple d'ordre /*, 


A + B sin .x 

( Cll 6 — COS57) r> 

par une expression, trigonometrique d' or dr e ^ n 1 a pour 
valeur asymtotique (pour n = oo) 


i \ZA*-h B 2 sh-6 
(r — i)! (shby^ 


n >•-! e~ nb . 


II estinteressant de comparer cette approximation avec celleque 
donne la serie de Fourier. D’apres nos calculs anterieurs (n° 84), 
le terme d’ordre n du developpement de Fourier de l’elemenl 
simple d’ordre r ci-dessus a pour valeur asymptotique 


A cosnar-f- B sh b sin nx 
(?' — i)! (sh 6) 7 ’ 


n r-\ e —nIt* 


2 
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ileur asymptotique de i’approximalion. correspondante sera 


, a B 2 sh “-b 

(r — i) ! ( sh b )' - 




asjmptotiquement, revient a 

i i/a 2 -+- B 2 sli 2 6 


I)! (sh&)' i(e 6 —i) 


eilleure approximation est done a celie de Fourier dans le 


2 sh b 1 -+- e~ h 


ipport tend vers Funite quand b tend vers Finfini. 
resultats que nous venons d’obtenir pour les elements 
» peuvent s’etendre a la fonction/(js) elle-meme dans des 
ez generaux. La valeur asymptotique de la meilleure 
mation de f(x) sera connue si f(z) n’a qu’un seul couple 
s conjugues sur les droitesy = zb b , on s’il existe sur ces 
un couple de poles conjugues d’ordre plus eieve que les 


Application k la representation par polynomes. — Les resul- 
medents s’dtendent, par la transformation x = cosa, a la 
ntalion d’une fonclion f{x) en serie de polynomes trigo- 
iques et a sa meilleure representation par polynomes dans 
all e (— i, *+* i). 

lecrit les droitesy = zb la variable x ddcrit une ellipse 
rs zb i et dont la somme des demi-axes est R = eb Nous 
crons, en abregc, Vellipse (R). A la bande du plan <p 
se entre les droites correspond, dans le plan x 1 Faire intd- 
l Fell ipse (R). 

ffira done d’enoncer quelques-uns des theoremes trans- 
Le theorem e II (n° 82) se transforme dans le suivant : 

x) est holomorphe et de module <M dans Vellipse (R), 
ne S n de la serie de nolynomes trisonometriques dome , 


sur V axe reel , une approximation 

•». M _ 

p it 

Voici mainl.enaiu In tlicoromc transform/* dr l\ < u" HO) ; 

Si, quel (pie soil //, J\x) paid etre re presen te dans !'inter¬ 
val le (— i, + i) par an po/ynottie dr dap re n y aeee uik> 
ap p / '0 x in i a t io n 

„ 9 (/M n . 

(R n ’ 

<>u o(n) est une function monotom * den, qni deeienf infer! ear c 
d e zn r/uele/ue petit (pie so it z t/naml n tend eers I'in/ini, 
alors f{z) est holomorphe dans ('ellipse \ II i ( * ». Da plus 
si r < R, on a dans /’ellipse [r j 

Voici 1c llidoromc transform/* dr \ I (ai" 88 < : 

Si J (g) n'a pas d 'antic's points critiques tpie <*//*% pedes sur 
l ellipse (R) el ipie Vordre maximum de ee\ ptdes un't t\ sa 
met lie a re approximation d'ardrt* n in liniment ^ rand sera 
iliftnintent petite d 'ordre epal nit infer teat a //' 1 ; R'^ num 
eel ordre ne pou.rra pas etre moindre si n testa at in' t ra i n\ 

Passons maiulenant aux singularity’s polairrs, 

Considdnms la function 

i 

» 

X '• tt 

ou (i osI. uu uondm; reel de tuodtde • t. I)u |h*iiI ti>u jours sup- 
poser a posiuf, ear, si a ulail ix'-aiil', on Hemt;.-. ail I.- Mfjur .lea; 
el. eelui de la (dnelioa. l\ ls <ms 

.t: :~Z eovi, It eh/,; 

nous sonnnes nunenes a la fonelion 


i 



(') (’.cue panic du Iheorrme est due a M. Hern-,.,.,.. Sur/„ r ttmu oxi 

/nation a vs fonc! ions continues (n® ‘M), 


FONCTIONS ANALYTIQUES. SINGULA HITES POLA1RES. 


I2> 


s connaissoas la meilleure approximation trigonome- 
celte function (n° 89). l)e la, lc theoreme suivant (') : 

naif, la meillaura approximation da 

—-— (a > i) 

x — a 

nlynome da dagrd n dans /’ i/tlarva/.fe ( —i, -4-1) el 
la are approximation asf 

1 

P // — - - -;- , ;— * 

(zz 2 — 1 )(a ~H /a 2 — 1 ) n 

eonsiderons maintenant (’expression simple 
\ 

(x-~ay’ 

mi pole d’ordre r entier, nous pouvons encore deter- 
valeur asymptoticpie de sa meilleure approximation 
inliniment grand dans Pintervalle (—1, +1). Cette 

1 n'’ 1 

_____ _______ - * 

( n~ 1 ) 2 ( zz 4- \J<t-■—() n 

mi (run pole reel, nous considrrions un couple dc poles 
dans le plan .r, la substitution x = eoso introdui- 
le on s j (mi apereoit faeilemenl, deux couples de poles 
distinets sur les droites y -dz b du plan o. Nous ne 
us (Mi dial. d<‘ determiner la valeur asymptotique de 
re approximation d’ordre inliniment grand n. Cette 
Jon est un inliniment petit dont Fordre s<miI nous sera 

eralemenl, si une function n’admet pas d’aulres points 
ue des poles, sa meilleure ap[)ro\imalion, dans Finler- 
-j- 1), par un polynome d’ordre inliniment grand n : est 

stkin, Sur la valeur asymptolique de la meilleure approximo.- 
ctions analytiques admeltant des singularity donnees [ Bull. 
Uelgique (Classe des Sciences, n*’ 2 , 1 <> 1 3 )"). M. Bernstein n’a consi- 
iroxirnation par polynomes. Nous vcnons de montrer que Bon arrive 
5 plus complets dans rapproximation trigonomctrique. 


I?-6 CHAPITRB VIII. — KONCTIONS AISfALVTIOUKS. SINtUJLAIUTKS P()LA IRRR, 

un infinimciU petit donl 1 ordre est nmaii. On suppose louudois 
que les poles sont exlrrieurs an segment ronsiderr ( i, j- (). 

1)52. Remarque general©. — I ais poles son! des ras parliculiers 
de points critiques plus generaux, quo nous appellrrons /mints 
critiques (V ordre s {s (Yaelionnaire^ et que nous etudierons dans 
le Chapitre suivanl. Nous aliens uliliser dans retie elude des pro- 
cedes entieremeiU diUcrcnls des precedents, mais <jui s'appliquem, 
an cas des singulariles poluires. Nous serous ainsi conduits a dos 
llieoremes plus generaux qui eontienncnt les precedents ronunc 
cas parliculiers [s entierV 



CHAPITRE II. 

3UES PRfiSENTANT CERTAINES SINGULARITIES 
lES (POINTS CRITIQUES D’ORDRE s). 


preliminaire de la valeur asymptotique d’une 
nplexe. — Considerons, dans le plan de la 
un segment vertical PQ ayant pour extre- 


% -+- bi), Q[a-f-(6-+-£)&], 

:s. Ce segment est de longueur e. Designons 
iru dans le sens direct, forme des deux bords 
’un cercle infiniment petit decrit autour du 
Lt^grale sur ce lacet : 

_ i r y(z)e kzi dz 
~~ tt [cli b — cos(z — a)]* s * ’ 

action qui est reguliere dans le cercle de 
PQ (ou e) et qui ne s’annule pas au. point P. 
k et s sont des constantes et que 5 n’est pas 
nul, de sorte que P est un point singulier de 
\ Nous nous proposons maintenant de deter- 
nptotique de Fintegrale I*, quand k est un 
;mente indefiniment. 
nent de variables 

z = a +• bi 1. 

. fait correspondre aux points P et Q les 
Q 1 (t = si) et transforme le lacet L dans un 
Ltourne le segment P'Q' de l’axe imaginaire. 
1 precedent par une simple translation. L 7 in- 


1*28 


CIIAPITRK IX. 


te^ralc trails former sera 


r* = 


( y—kb \~fccLf r c?('a -i- hi i 


-kb I'/l'cc/ /"* cp 

TC /, , I 0 


, [ oli /; • com lOj ; / ) p 


Par bypothesc, sur IV, on a le developpemenl (‘oii\(‘r»nU,, pro- 
cedant suivanl les puissanees de t : 


(a) 


cp (a -4” hi H- /) u 0 1 Uj/ l 

[ch — CA)$(f>i I t ) \ s t s 


done, q dcsignant tin entier positil el a une (unction tie t boron; 
sur \ J 1 ou a 


V 1 


d’ou 

(■>) ’ 


V „;/>■ ' . V ti 

[ eh b — eos( hi \ /) | v +md 


>t * 

I A ,= ^ ~ e U>\hxi j q. v e Uu <U 

A (I 1 

i 1 <> kb\k%i j t/ /»/ % r kfl tit. 


Pronons pour q le premier cnlirr posit if ' Mors, dans la 
derniere intd^ralc, q- s <‘st posilif, (*( * s’aunule mu* le made, 
itiliniment petit de <:<mi lr<‘ l u ((» • o ) cl Piutejjrale sue I / se ndluil 
a (‘(dies sur les deux bords du segment P O' iuu ( rt\ r \arianl 
de o a e). Soil M le module maximum de p ; on \oil, en rene 
placaut la quantile a mlejjrer par son module, que Ic dernier 
liirme de la lormulo preeedenle est de module inlcricur a 


•2_M 

TT 



tv V l' ( tit 


M fit i t f 

iT /.*’•/ 


AA f 


Nous allons const a ter que 11<! borne esi inlinimenl pel ile par 
ra[)|>ort a la valour asy mplolique des autres tenues de la inemer 
lormule (,‘>). Cousiderons done Pun cPeux 


a\ 


e~~U> \ K%t 



ttf. 


Snpposous provisoiromeiil A ,v . i, uuquel e.i» 1 "intt^ralc 
<>s|, encore nulle sur Ic ccirlc inlmiiurul [iclil tic centre l’’cUe 
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■S snr l(*s tltiuv Imrtls -1 <i sc^menl. I>'0\ |> ()Mms 


- lit- / 

<\s! 

,) TC 

‘Ji 


)'a i Ilf 

u rs. 

sur I 

i d(‘n\ 

,rti o <’ 

l s. 

II vionl 

ainsi 



;t 7i / 



— 

ir » 



TU , 
— ;i 


71/ - 

• I - ie '• 




<•-/•!■ d/- 


Wr 


f. , 

’>■>’ Sllll). 


—.v)ti j /•>. 


<lroil<i (In 

^ //*, dt ~ Z>/y 


<<-l>r ( ir. 


vv <I isj>; um 1 1 ro la rrsirirt ion nnpijsiV a A ,s*, miillous 
^nus la formo sm’vanlo : 


| /'•!.« 

■ ^ ^ '• ///• . 

iitmvr I It- Itirnir, hi i-flaliou siilr/slr |i ( ,ur tonics les 
•v fl. cil pai'l iruIicr, pour los \nh’nts ivollcs 
tlrn\ iiiniihirs soul tics foaoiions analvlitjuus uni- 
■v. Si /, lend vriN I'iuliui, I,. (Icrnirr icrnio rsl 
n piVMMirr tin |»i*t■ ft*,1 1 - 11 1. CYs| tlonc rrlul-ri tpii 
fin- .isviiipliilitpic, t>| Tim a, par los proprirics cla.s- 
icI ions l\ 


j ft s r ftft <lt 


/ i >• 

I ’ i S A ) ’ 


‘ > >ij;nanl I Ii(o as\inplol K|u<\ 

,aul n l <‘ i<*nnr principal dans la formulo ( .*} ) 
o. l/i \ alcur as \ mptol iquo <|c \ A s <»ra 

%z ! / v i 


1‘>0 
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La valeur de a {) se lire de la fonmile (*>.). Ou a 


« 0 =o(«.|-6/)lin.| l!li/; .- C -V(7,;: = -/] 1 

9 (a -+-/>/)___ — 9( a H- hi ) 

(sin hiy ( ( sli ) s * 


Par la stihslil,alien de cettc valeur, on lrou\e la relalion asymplo- 
tiqae cliereliee 


i 5) 


Up 


<d( z)r^ z ’ dz 


. [di h — oos( z — a) | s> 


/■.*- l kt.shxi 

•x c. (a ! hi ) ~:T 7 -v t *-' * 
‘ I (s)( sh h U 


Colic formale csl. en dcfaul si x esl, mt entice mil ou nei;alif, cl 
nc Pest qae daas ce cas. 


i)i. Derivation de la formula asymptotique pr6c6dent©. La 
derivation par rapport a la Id I re s des formules (:>.), ( d ) el ( j I sc 
juslilie a simpler vuc. Done, la formulc (o) esl aussi derivable par 
rapporl. a s. Celle derivation conduit a la formulc asymplolique 
suixaiUc, daas laqut^ll(i m esl aa entier posilif : 


KO 


/* J lo<; f eh h -— ros( z — a) ) |' 


nli/> - 


■ cosf: 


■*)!' 


© ( Z ) d* zt <lz 


'»( 


k s i(loa/r)'" »/■«/ 

. i,/«--cp( a i 


(leoi suppose I outdo is que s ne soil pas an enl ier mil ou nr^al if. 
Daas ee e.as, nous poserons S' ■ p {p enlior posilif p II I’aul 
alors, pour oblenir le lerme pri n <n j >u I, la ire porler uuc lois la 
derivation sup Ic faeletir i V(s) <|ai s’aunule pour .s* - p. Du 

troave ainsi, coimae valeur as> mplol ique de 1' i n t i\v It* flip 


•> (— r y n m 


fej'- 


1 ( lo<>/<■ )"* 
_ 


1 r kh\hxi 


? ( » 


I Lailleurs, pour ,s* /p ou a 

J ' fsiiovT: 

L“” 


V { i .v i I - ■ eos.s'Trri i .v ) 


t jC /» 


1 )onc, si s • p esl uu enlier ne^ul i f, el rn supposanl pour 
simplilitir 7 . 1 : 0 , la formula ((>) doil. elre remplneee par la Mii 
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C i <'.ii ft - 

v 

rsj •> //l ( 


r()^:)/'[ lot> (ch fa — cos 3 ) p" 1 
. , (loo/)"'’ ‘c 

l )"' 1 /'( sli/, )l> .... 

X'/’» i 


f ~>( z) e*' zi dz 
c (/>/). 


s critiques d’ordre .s\ • Nous allous mainlcnanl riu- 

tlions prrsenlanl (‘(ulaius points critiques plus <p*ne- 
s p(>I<‘s <*| mmprrnanl los poles commc cas parlieu- 
loul daliord dclimr res poluls critiques, 
ime loncl ion auulyt ique, mi i forme dans le voisiua^e 
: () . Nous dirons quo 1 <‘ poinl. z 0 rs{ un point rrithfur 
cjiZ), si, dans le \ oisuia^r do re poinl, /\ z) esl. de 


I rri;u I ion* el uni) nulle an poiul 3 0 , el. nil s esl un 
quo I conq ue autre qu’un entire mil on nr^al if. Si .vest 
o <‘sl un poinl on 1 iqno aI^rbrique. 

is mamlrnanl quo / ( z ) soil pcriodiqur de prriode ‘>. 77 . 
do muddier la rrprrsr nl a I ion prrerdenle dr iiianiuv 
Mitre la prrindirite. ( lonsiderons un couple dr points 
uplands 

7 ht : 


‘ de ces points, nous annuls 

r , ’>( - > 

| ch ft com A 7 1 | s ' 

Iiolomorphe u\ec 'j,, car l<* quotient 

Z 7 ht 
i * I \ h com / 1 

an \ poi nls 7 ' hi, 

ent simple d’ordre .v. • Oousiderons un couple de 

pu k s ron|umi(‘s d ordre .v, 3 7, ’ in. On les ramrac 

na^inaire, lone a la forme 1 ht\ par le chan^enienl 
7.. A m m , s * > 1 1 J t z 1 u nr lonrlion pcriodiqur admetlanl 
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les deux points caiques eon juries i hi. \» o>isi„»^e «le res 
poiul.s./Y--) esl. <le la I'orme (7), a sauur 


[ cl 1 h — <*<>s 5 P 


Les deux fourlious reonilieres 
o(z) H- «?(— - I 


SOUL paires tie period.; a-el soul, p.r eonsdqueul. des I'o.uli.ms 
uiufonues do cos;. EUe. soul ddvelopp.ddes par la lormule dr 
Taylor suivaul les puissances de eo,; ro>hi. Kilos soul dour 
respecliveineul de la lornie 

A i- 1 cos/>«— eos3)^»|( eitss t, » - ' <•»'/'/ c-- eus s I, 
ou i, el, >l.> soul liolomm-pltes an voisina-e des points :• ' hi. 

On on lire 

o(z) ~~ A - i- I> sin 3 -4- ( ros hi •- cos z n \'\h tt Ah a’Y i 

- V 1 - 1> sin 3 I- 1 <’li /•> rns* 1 y . • :< >, 

011 cp.> esl re^ailiere aux paints Azin* II \ mnt. hun linaleiueul 

A t IJ sin 3 V’ * % * 1 

(*'’) | t .|j f) (Mis z P t (*1» rns r } 

[Nous domierous nu | > r< m * i i < v r tenue < l e mite deroiuposi t ion, (|ui 
esl le tenue principal, lc uom iYclcmrnt sim/dr d'nrdre s. 11 esl 
re la lif a 11 x deux points • hi . Diuis le ea% general, lc** deux points 
eon | u^uds soul o. ’ 1 * In . On i'(‘\ lent a e<‘ e i ** p u* 1 e ( han^eiui ul 
<j ( > ~ <‘ti - - a. Dour lYxpressiim <le 1 clement simple d on/re $ 
pour les deux points conjurers a 1 ht r-t 

V ! H sin( 3 ■ xi 
| eh h (’osi 3 •'/>[' 

La formula (pS) nous permel d Yuoneer l<‘ lltrotviuc sui\ant : 

An roisinnpe <1‘tin point eritii/ne d'nrdre v. f /i ; i eat l (( 
,s online (le Vide men t simple d'nrdre s et </ ////c Jnnetwn pout 
laqnelle Vordre dti point erifiqne est nhnisse. 

97. Valeur asymptotique des coefficients de Fourier. Soil 
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(‘lion periodiquc, holomorplie outre los deu\ d miles 
qiposons dahord quVIle iBadmotte, sur cos deux 
d(‘(i\ points critiques eonju^ues non equivaleiUs, 
eu\~ei d’ordre.v pos ili f on ne^alil*. Los ooellioienls 0 / k 
nor, donl uons nous j)i*oposons do InmviT Ins valours 
k s pour /*• tj, soul delims par Binle^rale, oirec.I.uee 

a /x i ih} x ^ j J\zx' hzi dz, 

par VB mi su^'inonl do eet. axe do longueur or: el. do 
loou(pu k . Nous eluusirons mi segment V B oonl<uianl 
sens elroil. <inns! ru isons lo rectangle A BA 7 IV, qui a 
segment \ B ol donl I<^ cole oppose A ’ IV so t.rouve 
V h i i. Nous supposons (pu k 2 < k sl un n(iml)n k 
l asso/, petit pour (pu k Io roclaui;l( k VB VIV no rnn- 
‘ s< k uI poinl <‘ 1 *it i<p 1 < k a • f>t\ (pu k nous desi^nerons 
nns 00 point critique B ;iu cole superiour A 7 IV du 
k um* eoupure \ortiealo Id) ol desi^uons par L l( k 
itourne cello ooupur< k dans lo sons diroot. La li^no 
VB pout dire remplaeee par !o (‘onlour A A 7 IV B on 
‘ ('onloiiriuT lo point critique B par lo laoot L. L( k s 
r I On colds \ortioau\ A V 7 cl IVB du rectangle sc 
cause do la pdriodieild. L’inld«»rale (<)) so rrilmt 
■t; rales sur V IV et sur L, cVs|-a din* quo Bon a 

it/, ! //>/, I I ^ j J'i Z \ C ,iZl t/z. 

trouser la valour as\mplot ique do <*( k ll{* expression 
L<‘ lerme principal os| Binte<;rnle sur L, oar Binte- 
V o s t, J'\ z 1 (dant Borne, <lo Bordro dr |e /,; * | . • o 
*nt pel 1 1 o par rapport a Bint derate sur L, <*omme l< k 
< k oi \a nous lo immtivr. .Nous aurons don<‘ asyinpl o~ 

<th ' Hi/, j J\ z ie*=' (lz. 

in pot lidso, /1 z 1 o st do la lornu* 

'f f z * 

^ | ch h -• roxt z - v 1 B 
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* 3 f\ 

ct cello inle^ralc renlro dans cello don! nous ason.s dcienniuc | a 
valour asymplolique au < I < * I) u L du (Ihapilre. II \ irni, par la for- 
mule [ 5), 

I /.a 

(ii) //;/■ rv •>. o f a 0 • )r /i * i 

I (.v i i s 1 1 hi s 

ce qui fournil les valours asy mplol iques elierohees do a /, el do 
II y a li<ui do remarquor quo si lYddmenl simple* principal 
do J'(z ) au point a |- hi (‘si 

A i li sin ( s 7 i 
| eh f> rest z - 7 1 1' 

on a, d’apres la fornmle (S'), 


0(3) A -[- B sin ( z - ■ a ) - i | eh (> ('om z v i ] v. 1 j »: 

d’ou 

(p(a - hi ) A ! /Hsh/o 

Par hypolhese, 1'im au moins drs d< k u\ eoeflirienls \ on B rsl 
di (loron l, do o. 

Fai* second lieu, supposons (juo J\ z 1, lioloim»rp!io outre les 
<lroilavs y = di />, admcile, sur cos droiles, plusimirs couples de 
points critiques non equivalents et d'ordres determines; par 
oxomplo, les poinls 

7j 1 ht\ a, /;/, 

<los ordros .v,, .v 2l .. . rospool i\emonl, Si Tun do cos orders, par 
o.xoinplo .S’ { , <sl su p( k ru k u r a Ions les aulros, jo \ a 1 ** montrer qur 
I on oounailra encore la valour asvmptotique doe//, ih 4 rl (pi’( k lle 
eon servo, ra la iitemc lormo quo dans la formulr 1 m 1. 

Ivrx diet, la \al< k ur d( k (tf, i ost donnrr par I'inte^rale (p) 
sur \ B. ( lolle-ei s( k rnmeno, ronmir ri drs>us, a I'int<**4rah* 
sur V ; B ; el, sur divers la< k ots L t , I^, ... analogues a I, rt contour- 
nanl, les divers poinls < k riliqm k s sit ties an dessuydr l’a\r reel. ( !e> 

1 nl(^ 1 a Ins so <‘a I oai Ion I romme < k t -dossils, ma 1 s rest I inf e^rulr 
sur L, qui < k sl preponderant e. La formulo m. subdur dour, sauf 
qu iI laul, y rtnnpla<‘< k r a par a,, z par z t el s par Lord re ma\i- 
mum s 1. 

Passons mainlonanl au eas fceaeral. SuppoMm- quo la fourlion 
pdnodique /(holomorplie enter les dru\ dmiles 1 ' /o 





NOTIONS \NAL\ TI(,)IIKS. SI N(i|!L MUTKS NON POLAIRKS. 


1 i) 

* rrs droilrs, A rnuplrs dr poinl.s rril iqurs dr l-’onlre 
a sa\nip 


y.\ 1 ht\ I fn\ ay ' hi. 

qiir I rlrmrn'l siinj>I< k prinripaI pedal if* a a^ri: hi soil 
A a ! • I Mi. si 11 ( c. - a r; ,) 

, v. r ..— ■■■■{'. < i a ) 

[(‘hr - <*< »s( j — y. t} ) p 

n alip( ; i*< ; , 

A,,, i /lijj.sh/; 11jj.. 

raison nrmrnts prrrrdrnls, la valrnp dr |- ih/ t srra, 
sailf imr rrrrur dordrr suprrirur a r 


*u 


A 



If ^ 
\\s M sit h ) s 


' fornmlr n< k (lomi( k la val< k ur as\mplol ique d( k <7/,-;- ii>i, 
nmr 



;a i 


ll< k in i11 1 i11itnnt prlitr. Dans < k < k s ras d'exrcplion., 
mi infininirnl j>«*I it d’ordrr plus rlrvr <ju<‘ / v ' 1 r hl * 
i rounaissons plus la \alcur as\ ntplol upi( k . 


o do rapproximution fournio par la sari© de Fourier. — 
i’s /{ i tinr lonrttnn prriodiqur, holomorpltr rnlrr l( k s 
1 A, n'iiMinl stir rrs drotlrs <pu* drs points rnliqurs 
rrminrs H donl Pordrr maMinuin rs( Soirnl S„ la 
’oiiniT d'ordrr n dr f t :• i rl rappPOMinaliou rorrrs- 
>n a 



u . i 


ns rlaldi, an itmnrro ju*d*i m*« 1 < k nl, <pir \ ttf h] { rsl mi 
id 1 1 dr I'm'div dr L " { r hh on d'ordrr plus rlrvr. II on 
1'on prul assiiiiiiT um* roitslanlo h toll( k qur Ion ail, 

il //, 

y„ hti'-'r 


i3G 


CHAIMTUM I\. 


Done : L' approximation par la sene tie htniner <\s'f mi in li¬ 
niment polity qui est au moi/is de Fot'dre dr 

n* 1 c f > 1 ', 


e.t il en re suite qu'if. es‘t axaetement de ret oi'dn\ ettr nous 
alio ns proueer que c est eelui de fit medlenre af>fu , n,rima(ion. 
Soil, (ml oflel, p„ la meillrure approximat ion. Nous avails 
d’abord p n .-p /r D’aulre pari, nous a\oiis, par one forimilr 
(ionnue (n° 1), (j°), 

p//. 4 / I (t L • 0. '• 

1 / 

V A/ I t 

Si la valour asymplotiqur <l(‘ a/ x ; est donurr par la (or- 
mule (q i), elle est de border de/' 'r ^ rt I on pent assi^urr mu; 
eonstanle h { telle qu'on ail 

p„ hi/r 1 r » l \ 

Done p tf est du menu* order que p n . Dans re ras, la eomdiisioii 
(;sl immediate. 

II n’y a d<; diflieulle (pie (piand /( z i admel /. nmplrs dr points 
eritiques du menu; ordre maximum .s\ car, dans re ras, la Ibr- 
nnde qui remplarr la fonuule (in, ne doiine pas nnvssaire- 

ment. la valeur asymptol ique de a^ j * 

On st; lire d’allairr tm drduisant dr la lurmii!<* u ** * unr lormulr 
asymptol itpie qui subsisie dans tons Irs ras, 

A ( k (;l, ellel, lormous It; tlt : lt*rminaul (border /, : 


t 

f >X,t 


i 

t‘X *' 

r-'v 


<>A ua ,i r >. i x )t t t t r f it , 1 

(a; determinant n ( k sl pas mil, ear il est le prod uit de tout<s 1 es 
dillerenees non mil Irs 


r a * * r*i', r* 1 r*,t. 

Nous desij*nerous Its mintmrs rrlahls a la premiere eolounr 
par A 0? A,, A, ? A>. 



NCTIONS ANALVnyU'K. SHNOl I.AIUTKS AON roi.Alltl’S. 1^7 

u das immliivs ii, i, •>. A i. Hamplaaons /• 

;uis hi formula ( i a); nous on I irons, a\aa !mama 
'ox imal ion. 


7»* i v t ■ t b/x i v 


V 

[/, i 


\ 1 a Wi 

/ i’( .s-)rsii h )•'■ 


iisri'lh' ratal ion par A v at sommons par rapport av; 


i 

V"! v/.a i/»-/«■ a 

y ur/L , v i 'A/, I v I Av ' ,w ' —All,-— . 

^ l ( -v)( sli/M-' 

0 

)rnml( k qua nous aharaliions. Klin suhsisln dans ions 
nn k formula us) in plot i«|ii( k , rar In nonfliainul All, a.st 
zrro par h \ po(linsn, 11 rnsulln immndialamant da rutin 
f >v ^ < k (anl. Imrnnj qua Ton pool assignor nnt k aonstantn 
alia qua Ton ail, qunl qua soil /, 

t . i 

| /!*/,« '<• 

V 0 

»ia<;anl / par// j i, v par/* al an nlian^nant an bnsoin 
// ; » ) l<‘ll< k qu’ou ail, (ju< k l qua soil //, 

n » / 

^ \ l • b) h * // % 1 a -'"A 

<-*■**( 

/f I 1 

mainl ananl a la mail Inurn approximation z n . Kiln 
7/o/v la <‘ond it ion 


« i t 

\ 


^ { a l i. 


tl pu . * \ //£ ! h\ at ///, 
1 ... //J m//I i ^ .. 

it anaora a fnr/fnr/\ \ 

n t / 

.J_. V 




. \ "a ■ t*l . 


i dans la ralalion ulassiqun 
i qi^K i />i'/i 5 ** • - />>7>7"’ 

* <‘a (jiii pranadn, 

/i. 


v >A 


138 


aiAWTHH I\. 


Le tlieorrme esl done demontrr. 1 /approxi mat ion oblenue put 
la soniinc S„ de Courier ost dr lordir do la moillouro approxima¬ 
tion, rt cel ordre esl <'<;Ini do /e f 1 e uli oxaolomont. 


99. Valeur asymptotique de Papproximation minimum de Mo¬ 
ment simple d’ordre s. — Ptabbssons <1 abord une Inrinulo preli- 
minairc. Soil. P(\r) 11 n polynoino do do«»ro // i i avail! Initios s<*s 
raeines recites el. siluees sur le Moment ( i, -}- i ), Soil 
ensuilc/(.£) une Ibnrlion analvlique, refill ion* sur or so<;mem. 
Si Ton destine par R(./S le polvnome do dei»rr n qui so ronlond 
avec J\x) a ii\ n + i poinis du sr^itinil qui sunt raeines dr P(,r), 
on a 


0 i) 


/(.'/’) —* l{( X ) : 


Pl.r) 


/< z ) tiz 
.nl’i, 


Pin terrain riant prise Io lonj* d’un <'onlour ( \ onloitranl le sea¬ 
men I (—i, -f- i) et nr nontenant aticun point sinjjulirr de /( z), 
En diet, on rempiaeant Piutep'ule sur P par la somme des 
resides de/’(;;) au points et au\ // i i points ruoiuos de Viz)) 
on reti'ouv( k /(./:) —1 > (./ , ') 1 on P(.r) osl exprime par la formula 
d'interpolation do Pagran^e. 

Nous aliens Iransformor la Ibnnule i i {). Rompluroits rosperli- 
\emenl. ,r par cosset. o par ros/. Portions oommo rontour (1 mu* 
ellipse d(*. foyers i, |-i). Pa variable doorit eettr el lipso, 
(juand l derrit le segment All parallele a Puxe reel, d’ordonuer 
positive el limito au\ al)soisM*s • - et i t„. I Zaire intrrieurr a P 

correspond alors a eel le du rectangle eompris outre \l! et Pa\<* 
reel, done/’(eos/') s< k ra supposed* tv^uliere dans re rectangle. 

Par ees subslit til, inns, la furmulr t t i ) dev ieut t le seas direr! 
elan! I1A) 


( i')) /( cos z ) - - \\ ( cos z ) 


1 M (‘OS 

% r. i 


All 


J'\ ro* f , Mti t ill 
i eon t eos 11* i cos / i 


iNous an runs a (ai re den \ appl iea! ions de eette fonmtbu en rlmi- 
sissant respectivetnenl pour P deux pop noiues <pie nous avons 
deja renronl res et sur I< k s(ju( k Is nous a I Ions lout d’abord reveuir. 
Nous savons (qi° 8!)) (put, si Pun pose 

, z ?*i 

< )v nu sin 1 — ■ — > 


T ( 5 ) . 



UNCTIONS ANAUTIQ1IKS. SINOULAIUTKK NON POLAIIU'S. 


r V { z ) -■ Vi ( vos z ) i / sin z P 2 i cos ”, ), 

soul drux | x >Ivnomivs dr drf»rr* n rl n — i rcsprrl i vo- 
ml loulrs Irurs rarinrs Mir Ir sr^mrul ( - j, ... T). (]<• 

m\ poLuomrs <ju r nous aurons a introduirr dans la 
o). Avant d( k lain* rrllr tut rodurl ion, laisons ciuatn' 
ur |)i k ( ; alaldr sur Lonlrr dr <»randrur do cos polvnomrs 
(ini. Minis supposrrons la \arialdr z .r ■ > yi d’or- 
xvsili vo. A I ors on voil immrdiatrmrnl qur 1( 3 ) rst 
prtit dr lin'd re dr r cl T( 3) infinitum! "rand dr 
Dour l< k s dru\ pohnomrs 


urn! grands dr Tonlrr d< k r fi . v . 

prrm irrr appliration dr ia formulr (i.V), nous ailons 
la \alrur as\mplol iqur dr Lapproxima!ion minimum 
l simplr pair dordrr ,v. \ rcltr fin, nous suhst it nous 

nuIr Irs 1 on<*l ions 

f( ) , • / 1 . — i P I\ ( ('its ». t, 

t ('li o <’os z r 

domu k 


Hit cos z i 
I — ('Os r. r 1 


P| < COS J 


( cits z ) / 

7 7: / , I ,, { r 


sin f tit 


ll h t'lis / |'l rus t cos *. i 1 * | | Cits / l 


on J {('os / i n a iri quo l<* srul point rritiqur l hi . 
rr point dans un rrrtan" Ir \\\\ IP dr iusr \H rt trl 
nr( k h j z du rdtr suprrirur V1F soil - »/>. Joi" units 

, qur nous drsi«»nrrons par I\ an rdlr VIP par mu k 
*1 ii'alr LO ; d< ; si"nons par l, Ir Iarc*l ijut rontournr rrttr 
’ Irs fIru \ liords dans Ir sriis direr!. La Ii"iir d'inlr"ra- 
il <1 rr rrmplarrr par Ir r mlour V \ I» 11, a rondil ion 
lev l< k point L par I<* Inert L. Lrs intr"ralrs sur Irs 
au\ s<‘ drl ru isr nl. I /into"tv Ir sr rrduit dour a rr I lrs 
stir L. 

s proposing dr I r.im rr la \alrur as\ inplot itpir dr Fin - 
i* // infini. L’intriiralr sur V IP rs| aim’s inlinimrn! 


CII.VIMTIIK 1 \. 


polite do Pordre do e ear I\ ( eos/) rsl do fordro do 

land is quc Ies an Ires fa clours sous le si^ne d integration sont. linis. 
Cello in Morale esi net>I iipialdo par rapporl a cello sur L. CYsl e<: 
((ue le <‘aleu! do celle-<*i va demonlrer. Nous obtirndmns ainsJ la 
lorimile asymploliqiie 


(<'1 1 — cos:)-' 1 

INtcnss) C 
~ ‘ wi L (c 


H 1 ( (‘OS 5 ) 


t /j (<>li l) — cos/ )' s ( (*os / ■« , asal' l (( , us/j 


Galculons done la valour as> mplol iquo d( k eette inI< ; m mI< k . Nous 


Pi (cos/) ™ - - e w/ 'sin-- 


. J i hi 


I )c l a result e, sur Pa\e i marina ire posit i f ( done sur L p le de\(». 
loppemenl convergent : 


C n(i 


l*j ( (‘OS () , / i hi Jmmi 

SHI* >. u 

•J, 


Nous on. eoneluons, on drsi^nant par tj mi entire posit if et para 
mu* function bornro sur I,., 

, , 1 tht '* I A 


lb (cos/) . / | hi 


*1 tAr^v w'nn' / s | n / j / . 


1 )onuous a <j unc va lour posit i\ e ■* s u I >s 111 u o it s < r < l<* vo lopjxs 
nuuil dans la derniere Integrale ol desi^nons pur p { mir fnuetinu 
qui esi bornoo sur I j on menu* t<*inps quo l<* (art cu r 


/ . / hi v 


nous oblenons [equation 


/ <‘ll h Cos /o’ 


:—fl-- H i ( co.s ; 

(olio -enssc 


*|( COS 4 ( I* r O I ntx y f , / , (ft 

•)rj Jmmmi ' lt‘Uh COS/t* 


Pi ( COS 4 f /* 
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oso, (Oi abroad, 


&).(/) '(• 1) A 


I . ' /"v** 

M'l ) 

m / ' '> / 

/ , / « A/ ■ 
( S,n .. 


Mil 

COS / COS M 


i4i 


rp } (/) psl Itolomorplio (Ions lo rrrrlr dr rrntiv hi rl do 
i ormo dr la Miimnr 1 ' rsl as\ mptot iqiinmml <lnun<‘ 
un | r ( ;> ) du n" 1 ) 3 . I a* leriuc ro mplomrnl aire os! do 


./J 

o w * 

VO 

■•</ « i 

iu, 1 t . '•/ \ ’ 

* 0 

ih , 


irdir 

do 

r mv » ‘ ' i,fi ot , 

par 

■ onnM ; i|uon{ , 

notiliuoa 

1,1c. 1 

(' i j >a I 

Psl 

rolm nil A 

< i. 

II \ i(MU done*. 

, par la 

I, irinu 

OOs 

- p 

U 1 1 cos,; i ■“ 

t* 

iM'll'i' t 

^,0 in * 

ff ! o **' 
r, s shA 



IS (‘lU'mr 




, i hi i 

1 COS 

sin hi 

hi - cos /. i mu ’*hi 

ofi h 

/ 

COS ^ s, || if 

i dolin tl i \ (‘ 

i 

l V • 

us/. , 

n 8 o * 

i h cos z i' 

> ( . h/# 

CHS 

. r. * n sj*/. ’ 5 " 

ms ( n° <SU i 

<pio lo (pint iont 




P , ( COS s( | 

COS // 

1 li h cns *< 

*• 


i •> Inis s 

m in i\ituum a!»- »t 

tl a\ < 

•o alln n Ult o do skill's 

ario do n a 

■> T, ; 11 HI *> \ n \ nils 

ipto 

m»lro t olal ton ,h\ mp 


t iMino lo I honromr mi t\ ant : 

mf, I. / t ri inn ih'urt* it i*f*vu mint / futi t n a tunnim {/ nfur 
t in/ini turn t annul dr hi J<*nctt*>n * 5 / ' * / * 


. oil/* 


(*« »s ». 


CIIAIMTKK 


iU 

Comme scconde application, nous aliens determiner la \alcur 
asymplot ique do I’element simple impair d'ordre s. V eel oIVcl 
nous recomimjiicous le ealcul precedent, en eonservant la m<'.|U(* 
Inaction 

V ^ f <■ ll b — CON Z I s 


muis en prenant, a la place de I\ le polynmne 

T(/> 'Pi /1 


IPfros/) 


UMIl/ 


Le ealeul est tool a fait analogue an precedent. Muis, eimiiur si \\f 
figure an deuomiualeur de [’expression de IL, il sdutrnduii sous 
le signe d’inlegration un faeteur sin/ en plus an numeraleur, d’ou 
un faeteur slii en mains an demon iuat eur dtt ivmi I tat. II snfiii 
d’indiquer ee resultal, qui est 

l IP i nis i n ^ i 

; - 7 --. - - - IP* ( <‘oS z ) -s* . . 

(ch/>— cos z )•' ch h cih; 1 \ s u \U /> e 


Multiplions parsing; il \ lent 


sin z 

[ oh h — cos z )• 


— sin z IU( cos j 1 


sin v I* o cos c. 1 n ■ 1 c *u> 
oh h <*os I’» ,v n sh b e 


Or, on a maintenant ( n° <S ( .) j 


sin z ( rus z 1 

ch h — cos 


sin i n z \ », 


d’ou le Iheoreme suivanl : 

1 .111:011 i;\iK II. La mrillriirr <t ppmu'iuiu (1 mi i n ^mio/uc- 
trujue d'ortlm n injiidmcut »/;uul dr la funr/aai > r, rt i 

sin j 

( ch () ■ <*iis z »* 


a pour valeur usymplotit/ttr 

tr 1 c >*'• 

1 Pi v m sh b f 

lui combiniml les (ormules d on deeoulent le«. deux 1 lieoreiuos 
precedents, on ohlienl le theoreine simant, ex nfrmrnf conunc 
<lans le eas des siugulariles polaires { a" <Xd i ; 



>n<:t*ons anamtkuii-.s. siNtaruuns non poi.vih!-. ij> 

, (|| a _ La meiUeurr approximation h iponatnr 

> ( l r( > n injininaait pram/ t/r la f ourtnni » ; /v,7 > 

A ■ B sin v. 

{ <*h h ciis ij i 1 


nr asymp/ota/ttr 
%„ - V' # A* * 


n 4 1 r nh 
I't ,s l| sh/» r ' 1 


•us.xioiis prdoddont rs do suppnsonf 

si u( ; j*'al i f, V ( s ) pout Pot iv aitssi. hath 
Jans los (onniipN prooodonlos. 1* t a i 


Is) posit11 . 
uu ( a*, 11 taut 
par **a \ aloui 


ait ro i u n i o Jams 1 o oa s Jos > tutJant os p» Jatm**, pout 
moillouro approximat ion ost a oollo Jo 1’out tor Jam lo 

r h i t 

7h|iA i 

rt t ou J \ ors I'uuito <pian J h mot mJoti miui'iit, 

Lour asymptotiquo da ^approximation minimum dans lo 
. Suit / f z ) tino lonol tun por to I u pto ir^ttluto out i o 
y . * /; ot atltuot taut plusloutN * ouplo *» lo poml - » 11 
Iros dotorminos stir oos Jou\ (unto.. 

uiaissous t n*‘ dtt t Korin* lo 1‘appr »\im it t«m ttiatunmti 
mats sa \ alottr as\ mpt ot upto no sot » * » uutuo quo - tin \ 

1 1 oouplo Jo points ml iqnos I ni on I s on bn Ji - otr ■»» oh 
* o U j J o J or J ro .v pills r I u V o quo toils I o s ,1 u 1 1 o * , I n otlot, 
, on pout istjor lo loriuo pt uu ip J lo / . an v > u tu.r;o 

its orit iquos. I !Vs{ tin oloiuont s mqdo J »»t In* s , t pn o o 
til Jans la JotonninUton Jo lappi ov uu it n «u, In \ Join 
no do Papproxiiuat ion lo f : - mt » h inouio quo pout 
rturipal. Kilo mm.i Join 1 I muon pit lu-% tin n onto % pn 


intft ain^ulinrn iogarithmiqunH. du pout am n fnm\oi 

mptol if pto lo It mot Homo uppt turn iti »n ■ h la Pun 


(Ill A PITH I'] IX, 


dans laquelle m os! mi rulin' posilil rl .s‘ mi nomhir rrrl ( j uo p 
eonqite. 

Nous lie dewdopprrons pas la demons!ra! ion ; qu’il nous so fll.se 
dr donner quelques indiralions sur la in uvlu* a sui\re. J\ ous 
renmrquons quo rede lone! ion esl, an si^nr prrs, la «I■ • ri\ 
par rapport a s dr 

A i-Hsinc. 

(<di b *— cos z ) v 


La delerinina! ion de la \ a lour as\mplol i<|nr dr la meillrurc 
approximalion dr rrlle fonrlion depend do ralrul dr rini(L 
i^rale(()) du n° 5H an lieu dr relni dr I'ini repair (do Dr nirmc 
qno ((J) se deduil de (d) par <Irri\al ion, dr memo rrlle \alctir 
as\mptolique s<t drduil par d< ; ri\alion dr la \alrur dr fournic 
par le I, I more me III (n 0< ,)!D. 1)o liu Ir llirorrmr sui\anl : 

Si m cst un ontirr posit ij\ Ut mrillrurc approximation tri~ 
ponomvtri</uv (Vordrr /i i njinimrnt pi'und dr la function 


(A -|- B sin z ) 


o“(eli// cosai|" { 
i ch h ciisj r 


a pour valour asy/np(oti(/ur 


\/A* -1 l! J sli"A 


/V 1 ( lot; n i'" a 
Id ,v m sit b r 1 


Dependant, si .v esl tin enlirr mil on nr-alif p, la formate 
doil, se modifier dr la inniir nunirrr qttr la I’ormulr i d », qui doil 
s(‘ remplaeer par ((/). Ia k iheoremr rs| a lor** lr sui\ant ; 

lat nunlleurr approximation t ri ponuuictrf/uc d'urdrv n 
mjtnuncnt p'rand dr la function 

(Ah B sin 3 k clt b cos 5 j/q iop rh b —., , ,j n 

a pour vafutr asy/nptntit/ttr 

i H' s(i«bp \ on lo» n ) ,n 1 - sh b o * ' 

nr » 

Comm.: (ms |mr(icwlicr, inlO-rss.uds. siou.dmi- I,-. ,|ru\ smx.mls: 
f,(!s mcillcinrs ions d'nrilrv n ,|,s I’lxn-l inn> 


l°n n 'li t> -cos J I, ( rli b 


COS ;i|ii*;. i h b 



'ONCTIONS ANALYTIQUES. — SINGULARITIES NON POLAIRES. 



pproximation par polynome. — Les resultats precedents 
rment, par les substitutions du n° 91, en d’autres equi- 
elatifs a la meilieure approximation par un polynome de 
Ians l’intervalle (— i, -f- i). 

s cela, si a est une constante reelle y> i, on connait les 
symptotiques de la meilieure approximation par un poly- 
degre n des fonctions 

log(a— X s ). ( a — a?)log(a — x) 

;eneralement, de la fonction (m entier, nul ou positif) 

[Iog(<z — x)] m 
(a — x y 

ullata ete donne, pour m ==- o et m= i, par M. Bernstein, 
le geomeLre n’a etudid que la representation par polynome. 
ie la representation trigonometrique nous a conduits a des 
plus generales et plus elegantes; mais, pour les etablir, 
dons qu’une simple adaptation a faire des procedes analy- 
lagines par M. Bernstein. 


CIIAPITHK X. 


s 4 B 

100. Theoreme III. - AY nnc Junction pcriodi./uc de .v reel, 
f(x)i ad met , quel quesoit n entier, une representation trigo- 
nometrique T w , d'ordre n, aver une approximation 

p„ he 

ou h est une cons Unite, et. ty(n) une jonetion non deeroissanle 
de n et injinie avec n; a.lorsf(z) est holomorphe dans tout k 
plan s = x -h yi et, quelque petit qtte soif : posittj donne , on 
a partir d'une vale.itr suj/isainnient pntnde de y \qui depend 
de e), 

(7) \f(^‘ ] ’-yi)\ tt ’ t ■' (,) <>i, 

ou o est la function inverse de <l>. 

LVabord J\z) esl. holomorphe dans (out Ir plan, an \orlu du 
l.heoremo IV (In (diapilre \ I (ou Ton [unit prendre /t aus.si p'and 
<[uc Poll vcul). 

Considerous le developpemenl vn serin, pour j reel, 

(8) /O') — T 2 -i-( r r :i — T 2 ) » 1 (T„ T„ t i 

1’ex.pression 1 ri^onomelrupie (Tonin' n 

I n I // 1 (j I tt 1 * 1 / 1 */ * 

esl de module inferieur a 

? h r " 1 ‘S' » v 

< k l, par eonsequeul, sa <l< ; r!\i : <* d'ordre h rsl dr module inferieur u 

% h n 4 e " ^ ‘*T £ '^ * . 

II s’ensuil (pie la serie (<S) jhmiI etre deriwe / fois trrnir a termc, 
< k ar la serie derivee eonver^e uniformenient ; ( k ! Ton rn <‘onrlul 

| ( x) | ■ ' 2 // V n k e itl J » 1 

JmmJ 
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Subsl i(mins res bornrs dans Ir drvrlopprmrut 

r ; ’ V ( J * r / 

/(.r 1 yt ). > • j , J '■ i ./* (; 

/, 

il vionl 

: ,1 M| -/, f" 'It,- 'V V 

k 

■>/l f ,tt,‘ ’ 

* 0 

'j/ic n ' I t'< * 'h f l <if. 

liaisons la drromposition ru dru\ ini repairs 

* >< * j k * : » * 

j r f *• ’S' r/r j j ft * /■ 

* *1 * •* * . * * 

lommr rs I Fin versr dr *!», on a 

'H ?*.» ‘ ' d J ’ : 

\x SH'ondc inle^rale rsi infcrirtirr a 

/”•■ '<// ■ 


t premiere inte^ra Ir rst mfrrirurr a 


j r s r ^ 5 « . 

* (i .> 

virtil done, quel que sail y posit if, 

I/< a* * j nj •* It r’K' * f} r ' i | J ■ 

\ partir <1 unr valour suUisatnmrut ^randr dr y, on a, quelque 
alii qur soil £ donne. 


(irs lors 


|/*( ,r 1 r/il *”* 3 

V 


I ax lormu lr do Frnoncr rst la ronsequrnrr immediate dr eelle-ei. 
La comparaison des llieorrnies precedents conduit a des con- 
quenres intrrcssanles sur Ford re do la meilleure approximation. 


l5o CHAPlTRIi X. — APPROXIMATION OKS FUNCTION:-' KN 11hllF.S. 

107 . Theoreme IV. — Soft. J\z) ttne. fonction perindique, 
holomorphe dans tout la plan- Destpnons par ^( )■) la plus 
petite fonction non. decroissa n to dry posilij qm satisfait d la 
condition 

|/(.r -i .rOI. '< 

et supposons que v(y) croissc d I injim acre v. A n/tn sail ^ la 
fonction inverse de o. Alovs, qitehpte petit qnc sod z post (if 
do tine , la. /neillettre approximation tn ponomet nq ue d ordre/t 
de f(x) sur /.'axe reed satisfait deftn11 1 vemcnt a la condition 

z]n ''t' ,,x p \ 

d partir d'line raleur sit(Jisamment prandc de n , tundis 
qiielle ne rerifie. jamais dejinitieement la coiuhtton 

/- , ' /» 'll zOl'l ll l "! 1 

/It . ‘ > 

La premiere condition a ele elaldie preerdeimuent el centre 
dans la formulc ((>). Nous aliens moutrer que la seeonde esl la 
consequence du iheoreme preee lent. 

Si la derniere inegalile avail drlinilixement lieu, on pmirrail 
assignor une const,ante //, lelle que Ton ail, quid quo soil r, 

he 1 ' M * . 

IVfais la fonction inverse de 

( I /t t - *A } : T 

esl. 

On cone Iura 1 L done de I’inegalite preerdente, par ie iheo- 
r eme 111 , que Ton a, a partir (Tune \aleur mi flisn mmeut grande 
do V, 

I/(•'■ 1 .rn|.',’ M T! J. 

Or ceci esl. oonlraire a la definition de ear *i pottrrai i fire 
re m place par une function plus petile v (ill ’ j. 
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